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Vorbemerkung

Das Ziel der Vorlesung ist, einen Einblick in ein paar Anwendungen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung zu geben, die in der Vorlesung des vierten Semesters nicht vorkommen, aber
interessant sind und die Vielfalt der Mathematik illustrieren. Dies ist insbesondere keine
systematische Einfithrung in Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die nétigen Konzepte werden
dann eingefiihrt, wenn sie gebraucht werden. Der Stoff aus dem ersten Studienjahr wird
vorausgesetzt, insbesondere ein Versténdnis fiir exakte Beweise. Das Skript ist rudimentér
und soll die Repetition erleichtern, ist aber nicht geeignet als eigenstdndiger Text zum
Selbststudium.

1 Zufallsauswahl

Gegeben sind eine endliche Menge © = {w1, ..., wy} und Gewichte p(w;) >0 (i =1,...,n),
welche normiert sind im Sinne, dass

> plw) =1
i=1

gilt. Dabei soll p(w;) die Wahrscheinlichkeit darstellen, dass bei einer zufilligen Auswahl
eines Elements aus 2 das Element w; gew#hlt wird. Anschaulich soll das heissen, dass bei
N Wiederholungen das Element w; ungefihr Np(w;) mal gewéhlt wird, bzw. dass p(w;)
unsere subjektive Einschéitzung quantifiziert, wie sicher wir sind, dass w; gewéhlt wird.
Eine solche Auswahl kann geschehen iiber die Wahl einer gleichverteilten Zahl in [0, 1],
bzw. wenn alle p(w;) € Q, durch das Ziehen aus einer Urne.

2 Kodierung und Entropie

Wir wollen einen Text, der mit dem Alphabet Q = {1,...,n} geschrieben ist, moglichst
kurz als bindren Text kodieren. Ein Kode ist eine Abbildung

©: Q= UR 0,1}, i i) = (01(i), .- ., pegp)(i)-



Damit wir den urspriinglichen Text eindeutig zuriickgewinnen kénnen, ohne ein weiteres
Zeichen zur Trennung von Buchstaben zu bendtigen, muss ¢ ein sogenannter Prdifiz-Kode
sein. Das bedeutet, dass fiir alle 4, j mit £(z) < £(j)

(1(2), - s oy () # (1(4); -+ ai (4))-

Wenn die Buchstaben zufillig gewihlt werden mit Wahrscheinlichkeiten (p(1),...,p(n)),
dann erscheint in einem Text der Linge N der Buchstabe ¢ ungefihr Np(i)-mal. Der
kodierte binéire Text hat also ungefiihr die Linge Y . ; Np(i)¢(i). Fiir gegebene Wahr-
scheinlichkeiten (p(1),...,p(n)) suchen wir daher einen Prifix-Kode, der

> L)
i=1

minimiert. Diese Summe nennnen wir den Erwartungswert der Zufallsvariable ¢ und be-
zeichnen ihn mit E(¢). Wir werden die Losungen von Huffman, Shannon und Fano fiir
dieses Problem diskutieren. Wir kénnen (i) als Pfad im vollsténdigen bindren Baum auf-
fassen: Wir starten bei der Wurzel und machen ¢(i) Schritte, wobei ¢y (i) angibt, ob wir
im k-ten Schritt nach rechts oder nach links gehen. Bei einem Prifix-Kode liegt dann kein
Endpunkt eines Pfades auf einem anderen Pfad.

Kodierung ist dquivalent zur Identifikation eines Elements aus {2 mit Hilfe von Fragen
der Form “Liegt das gesuchte Element in ' C Q 7”. Eine Fragestrategie wihlt sukzessive
die Teilmengen Q' aus. Wir bezeichnen mit ¢(i) die Folge der Antworten, die man mit
der Strategie erhélt, wenn 7 das gesuchte Element ist. Wenn die Strategie jedes Element
eindeutig identifizieren kann, ist ¢ ein Prifix-Kode.

2.1 Der Kode von Huffman

Dieses Verfahren bestimmt den optimalen Kode rekursiv, indem die zugehérigen Pfade im
bindren Baum von unten her konstruiert werden. Wir nehmen 0.B.d.A. an dass p(1) >
p(2) > ... > p(n). Wenn ¢ ein optimaler Kode ist, muss £(i) < £(j) gelten falls p(i) > p(j).
Durch Vertauschung von gleichwahrscheinlichen Symbolen kénnen wir daher erreichen,
dass £(1) > ¢(2) > ... > {(n). Ausserdem muss fiir einen optimalen Kode ein j < n
existieren, so dass £(j) = ¢(n) und ¢(j) und @(n) sich nur im letzten Bit unterscheiden.
Anderenfalls wire das letzte Bit von ¢(n) tiberfliissig. Allenfalls nach Vertauschen von
Symbolen gilt dies sogar fiir j = n—1. Wenn wir also das letzte Bit von ¢(n—1) weglassen,
erhalten wir einen Kode ¢’ fiir ' = {1,...,n—1}, und wenn wir p'(n—1) = p(n—1)+p(n)
setzen, gilt E(¢) = E(¢') + p/(n — 1). Also muss der Kode ¢’ optimal sein fiir €', und wir
kénnen dieses Verfahren iterieren.

2.2 Der Kode von Shannon

Shannon konstruiert einen nahezu optimalen Kode in zwei Schritten, indem zuerst die
Léngen /(i) und dann die Kodeworter (i) bestimmt werden. Fiir den zweiten Schritt
benutzt man das folgende Lemma

Lemma 1 (Kraft) Die folgende Bedingung ist notwendig und hinreichend fir die Exi-
stenz eines Prifix-Kodes mit Lingen (£(1),...,4(n)):

znjz—f(“ <1
i=1



Beweis: Fiir den Beweis der Notwendigkeit setzen wir m = max (i) und bezeichnen mit
C; die Menge der binéren m-Tuppel, die mit ¢(7) beginnen. Die Anzahl der Elemente von
C; ist 24 und wegen der Priifix-Eigenschaft sind die Cj’s paarweise disjunkt. Weil es
2™ binire m-Tuppel gibt, folgt "7, 2m=¢0) < om.

Die Umkehrung geht mit Induktion. Wir nehmen an 0.B.d.A. an, dass ¢(1) > ¢(2) > ... >
¢(n). Nach Induktionsannahme kénnen wir ¢ (i) € {0, 1} fiir i < n—1 so wiihlen, dass die
Prafix-Eigenschaft erfiillt ist. Weil Z?:_f 2741 < 1, zeigt der Beweis der Notwendigkeit,
dass es dann sogar mindestens ein ¢(n — 1)-Tuppel gibt, das nicht mit einem (i) fiir
i <mn —1 beginnt. Also kann man ¢(n) mit diesem ¢(n — 1)-Tuppel beginnen lassen und
noch ¢(n) — ¢(n — 1) Nullen anhéngen. O

Fiir einen optimalen Kode muss man also £(1),...,¢(n) € N so wihlen, dass Y ;- , £()p(4)
minimal wird unter der Nebenbedingung )" , 2-4() < 1. Das entsprechende vereinfachte
Minimierungsproblem, wo alle (i) reell sind statt ganzzahlig, l4sst sich leicht l6sen mit
Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren: Man erhélt ¢(i) = —log, p(i). Der Shannon-Kode
rundet dann die Langen auf die néchstgrossere ganze Zahl auf oder ab, unter Beachtung
der Ungleichung von Kraft.

Satz 1 Fir jeden Prifix-Kode gilt

= L@i)p(i) = (—loga p(i))p(i) =: H(P)
=1 =1

und der Kode mit Lingen £(i) = [—logy p(1)] erfillt

n

= Zf(i)p(i) <Y (~loga p(i))p(i) +1 = H(P) + 1.

=1

Die Grosse H(P) = """ | (—loga p(i))p(i) heisst die Entropie der Wahrscheinlichkeit P =
(p(1),..., p(n)).

2.3 Der Kode von Fano

Dieses Verfahren bestimmt den optimalen Kode rekursiv, indem die zugehorigen Pfade im
bindren Baum von oben her konstruiert werden. Das heisst wir bestimmen zunéchst die
erste Komponente ¢; und wihlen nachher zwei Codes ¢° und ¢! mit Lingen £ und ¢* fiir
die beiden Alphabete Q° = {i;1(i) = 0}, bzw. Q! = {i;¢1(i) = 1}. Das folgende Argu-
ment zeigt, wie wir QF wihlen miissen, damit wir einen Kode erhalten, dessen erwartete
Lénge nahe bei der Shannon-Schranke H (P) ist.

Die erwartete Lange des resultierenden Kodes hat die Form
E(0) =Y p(i)(1+£0(0) + > p(i)(1 + £'(4)).
i€ 1eQ!

Fiir K = 0,1 definieren wir

PO = X 00, p(il0) = ghs (i € 04

i€Qk



Weil Y, cqr p(i|Q2) = 1, definieren diese Gewichte Wahrscheinlichkeiten P(.|QF) auf QF,

und wir kénnen schreiben
E(f) =1+ PQOEL|Q%) + PQHEC Q).

Damit ist klar, dass die beiden Kodes ¢* optimal sein miissen fiir die Wahrscheinlichkeiten
P(.|QF). Ist dies der Fall, dann ist E(¢) nur wenig grosser als

1+ PQYH(P(IQ)) + PQYYH(P(.|QY)).
Andererseits kann man leicht nachrechnen, dass
H(P) = P(Q")H(P(|Q°) + P(QY) H(P(.|QY) + H((P(Q°), P(21))). (1)

Damit E(£) nahe bei der Shannon-Schranke ist, muss daher H((P(Q2°),P(Q'))) nahe bei

1 sein. Lemma 2 zeigt, dass dazu P(Q°) méglichst nahe bei 3 sein muss, d.h. die beiden

moglichen Werte von (1 miissen etwa gleich wahrscheinlich sein.

Lemma 2 Die Funktion
x € [0,1] = —zlogy(z) — (1 — x) logy(1 — x)

(wobei 0log 0 = 0 gesetzt wird) ist symmetrisch bez. © = %, monoton wachsend auf [0, %],
konvex und nach unten beschrinkt durch min(2z,2(1 — x)).

Wir nennen P(Q¥) die Wahrscheinlichkeit von Q¥ und p(i|2¥) die bedingte Wahrscheinlich-
keit von i, wenn die Auswahl auf ein Element von QF beschrinkt ist. Das ist konsistent mit
unserer fritheren Interpretation von Wahrscheinlichkeit als approximative relative Haufig-
keit bei vielen Wiederholungen. Wenn wir ndmlich N mal ein Element aus {2 wiéhlen,
dann kommt ein Element aus QF ungefihr NP(Q*) Mal vor, und die relative Haufigkeit
von p(i) unter denjenigen Wiederholungen, bei denen ein Element aus Q* gewihlt wurde,
ist ungefihr gleich p(i|QF).

Der folgende Satz beschreibt die genauen Eigenschaften eines Kodes, der auf obigen Uber-
legungen basiert.

Satz 2 (Fano) Sei p(1) > p(2) > ... > p(n) und sei 1 < m < n so bestimmt, dass
IP({1,2,...m}) — 1| minimal ist. Wenn wir 1(i) = 0 setzen fiir i < m und (i) =1 fir
i > m, und diese Konstruktion auf den beiden entstehenden Teilmengen fortsetzen, wenn
sie mehr als 1 Element enthalten, dann gilt

E(¢) < H(P) + 1 — 2p(n).

Der Beweis geht induktiv mit dem gleichen Argument wie oben. Gemass Induktionsvor-
aussetzung gilt

E() <1+ P(QO)H(P(.|Q%) + P(QYHYH(P(.|QY)) + 1 — 2p(m) — 2p(n).
Aus Lemma 2 und der Definition vom m folgt ferner, dass
H((P(Q%),P(Q2Y))) > min(2P(Q°), 2P(Q1)) > 1 — 2p(m).

Zusammen mit der Gleichung (1) ist damit der Induktionsschritt komplett.



2.4 Entropierate

Ich gebe in diesem Unterkapitel noch einen Ausblick auf weitere Resultate, die ich nicht
mehr im Einzelnen beweisen werde.

Die Lange des Shannon-Kodes ist hochstens um 1 grosser als die Entropie. Da
H(B) < H((1/n, .., 1/n)) = logs(n),

ist die relative Differenz gross fiir kleines n, geht aber fiir viele Wahrscheinlichkeiten P
gegen null mit wachsendem n. Der Shannon-Kode sollte daher auf Blécken von &k aufein-
anderfolgenden Symbolen verwendet werden. Das heisst, wir betrachten das neue Alpha-
bet O = {1,2,...,n}*. Um herauszufinden, welche Wahrscheinlichkeiten p((i1,...,ix))
angemessen sind, miisste man in einem langen Texten die H&aufigkeit der verschiedenen
k-Tuppel auszihlen, was aufwiindig ist fiir grosses k. Wahrscheinlichkeiten fiir k-Tuppel
implizieren jedoch zwei Wahrscheinlichkeiten fiir ein (k — 1)-Tuppel, je nachdem, ob wir
das erste oder das letzte Symbol ignorieren. Es ist plausibel, dass diese beiden Wahrschein-
lichkeiten gleich sein sollen. Dann gilt der folgende, tiefliegende Satz.

Satz 3 (Shannon-McMillan-Breiman) Sei (Py) eine Folge von Wahrscheinlichkeiten
auf {1,2,... ,n}k, welche konsistent sind im Sinne, dass fiur alle k und alle i1, ...,

n

> oe(Giny o ike1,4) =D pe((rins -y ik-1)) = pro1((in, - ik-1)).
=1

=1

Unter einer weiteren schwachen Bedingung, der sogenannten Ergodizitdt, existiert dann die
Entropierate h = limp_, o k‘*lH(]P’k), und fiir grosses k ist mit Wahrscheinlichkeit nahe bei
1

—logy pr((i1,...,ix)) =~ k- h.

Dies bedeutet, dass der Shannon-Kode einen “typischen” Block mit ungefihr k - h Bits
kodiert, und fiir die seltenen Blocke ein lingeres Kodewort wahlt. “Praktisch jeder” Text
der Linge N kann daher mit ungefihr Nh Bits kodiert werden. Also treten von den n'v
theoretisch moglichen Texten der Linge N praktisch nur 2"V Texte auf. Wenn wir diese
2"'N Texte alle mit dem Shannon-Kode als binire Folgen der Linge Nh kodiert haben,
dann kénnen wir diese Texte auch leicht verschliisseln: Wir wihlen eine Permutation von
32 Elementen (es gibt ungefihr 1033 davon), die nur der Sender und der Empfiinger kennt.
Statt der urspriinglichen binéren Folge versendet man diejenige Folge, bei der die Permu-
tation auf jeden Block von 5 Bits angewendet wird. Kennt man die Permutation nicht,
ldsst sich die Verschliisselung nicht riickgéingig machen, denn jede Permutation fithrt zu
einem der praktisch vorkommenden Texte. Selbst der Kontext hilft nicht weiter, weil man
nicht zwischen verschiedenen Texten mit dem gleichen Kontext entscheiden kann.

Um den blockweisen Shanon-Kode zu benutzen, miissten wir wie gesagt bestimmen, wie
hiufig die n* moglichen Blocke von k Symbolen sind. In den 70-er Jahren haben Lempel
und Ziv jedoch einen Kode gefunden, der ohne die Kenntnis dieser Wahrscheinlichkeiten
auskommt und trotzdem asymptotisch einen Text der Lénge N mit h - N Bits kodieren
kann. Dieser Kode wird von vielen Computerprogrammen benutzt, um Dateien zu kom-
primieren.



3 Mischen von Karten

Wie oft muss man einen Stapel von 52 Karten mischen, damit der Effekt der urspriinglichen
Anordnung nicht mehr sichtbar ist 7 Bayer und Diaconis haben 1992 die Antwort “Sieben
Mal” gegeben, die sogar in der der New York Times erwihnt wurde. In diesem Kapitel
werden wir die Begriindung dieser Antwort kennenlernen.

3.1 Definitionen

Eine Mischung von n Karten ist eine Permutation w von n Elementen, d.h. eine bijektive
Abbildung von {1,2,...,n} in sich (d.h. wir nehmen an, dass die Karten fortlaufend
nummeriert sind). w(i) gibt an, an welcher Stelle die Karte, die vor dem Mischen an
Stelle 7 im Stapel war, nach dem Mischen steht. Die Inverse w™! beschreibt also, wie ein
zu Beginn geordneter Stapel nach dem Mischen angeordnet ist. In diesem Kapitel ist €2
immer die Menge aller n! Permutationen von n Elementen.

Wir nehmen an, dass die Person, die die Karten mischt, eine Permutation w zufillig aus-
wéhlt gemiss einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge €2 aller Permutationen.
Idealerweise sollte die Verteilung uniform sein, d.h. p(w) = 1/n! fiir alle w’s, aber das
lasst sich physikalisch mit Karten nicht realisieren. Man begniigt sich damit, durch Wie-
derholung von einfacheren Mischverfahren mdoglichst nahe an die uniforme Verteilung zu
kommen.

Wenn wir zweimal hintereinander Mischen, zuerst geméss Permutation w; und dann ge-
méss Permutation wo, dann ist das gleichwertig damit einmal geméss Permutation wsg 0wy
zu mischen, wobei

(w2 0 w1)(2) = wa(wi (7))

Mit dieser Zusammensetzung wird {2 zu einer nicht-kommutativen Gruppe. Wir iiberlegen
zuerst, wie wir die Wahrscheinlichkeiten festlegen sollen, wenn wir zweimal hintereinander
mischen, d.h. welche Wahrscheinlichkeit soll das Paar (wi,ws) haben, wenn die Wahr-
scheinlichkeiten pj(w;) und pa(wz) gegeben sind 7 Es ist plausibel, dass die Wahl der
zweiten Permutation nicht von der Wahl der ersten beeinflusst werden soll. Das ist dann
der Fall, wenn

Np(wr,ws)

Npi(wr)

Der Quotient links ist ndmlich ungeféahr gleich der relativen Haufigkeit von wy beim zweiten
Mischen unter den Fillen, wo beim ersten Mischen wy gewéhlt wurde, und dies soll einfach
gleich der relativen Haufigkeit von we beim zweiten Mischen in allen Fillen insgesamt sein.
Dies wird als Unabhdngigkeit der zwei Mischvorgénge bezeichnet.

= pa(w2) & p(wi,ws) = p1(w1)p2(w2).

Damit kénnen wir sofort die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass nach zweimaligem Mi-
schen mit Verteilungen P; und Py die Permutation w resultiert

pw) = Z p1(w1)pe(we) = Zpl(wl)]?z(w owr ).

woow1=w w1

3.2 Riffle shuffle

Wir geben nun eine Wahrscheinlichkeit auf {2 an, die plausibel erscheint, um einen in der
Realitat hidufig verwendeten Mischvorgang zu beschreiben, der auf Englisch “riffle shuffle”



heisst, auf Deutsch “Bogenmischen”. Dabei wird der Kartenstapel in zwei Teile geteilt
und dann werden die beiden Teile wieder ineinander geschachtelt (verzahnt), wobei die
Ordnung innerhalb der beiden Teile unverédndert bleibt. Ein solcher Mischvorgang ist fest-
gelegt durch die Angabe der Grosse k des linken Teils und durch die Angabe der Plitze,
wo die Karten des linken Teils nach der Verschachtelung stehen. Diese Plétze bilden eine
Teilmenge L von {1,2,...,n} mit k¥ Elementen. Wenn zum Beispiel n = 8, k¥ = 3 und
L = {2,5,6} ist, dann ist w™! = (4,1,5,6,2,3,7,8) und w = (2,5,6,1,3,4,7.8). Welche
Wahrscheinlichkeiten fiir (k, L) das Verhalten der Personen beim Kartenmischen genau
beschreiben, ist schwierig zu sagen. Die Teilung erfolgt ungefihr in der Mitte, was durch
p(k) = (Z) 27" gut wiedergegeben wird (die Binomialkoeffizienten sind in der Mitte am
grossten). Ein geschickte Person wird bei der Verschachtelung abwechselnd jeweils wenige
Karten von links und von rechts nehmen. Wir nehmen an, dass jede Teilmenge L von
k Elementen gleich wahrscheinlich ist: p(L) = 1/(}). Aus der Interpretation von Wahr-
scheinlichkeit als approximative Haufigkeit bei vielen Wiederholungen des Mischvorgangs

erhilt man dann
n 1
p(k,L) = ( )2_n'7z::2_n
k (x)

(fiir jedes L mit k& Elementen, anderenfalls ist p(k, L) = 0). Jede Kombination von Auf-
teilung und Verschachtelung gleich wahrscheinlich. Das fithrt jedoch nicht zur Gleichver-
teilung auf €2, weil viele Permutationen nicht auf diese Weise erzeugt werden kénnen, und
weil andererseits die Identitét fiir beliebiges k und L = {1,...,k} entsteht.

Im Prinzip kann man nun durch Iteration die Wahrscheinlichkeiten aller Permutationen
berechnen, die durch k-fache Wiederholung von riffle shuffles entstehen. Praktisch durch-
fithren ldsst sich das aber fiir n = 52 nicht, weil sich eine Summe iiber 52! ~ 1058 Terme
nicht berechnen lisst. Wir brauchen also noch mehr Einblick, um zu sehen, weshalb 7 riffle
shuffle eine Permutation ergeben, die approximativ uniform verteilt ist.

Der Schliissel dafiir ist das Konzept eines aufsteigenden konsekutiven Runs einer Permu-
tation w. Darunter versteht man eine Folge (7,7 + 1,...,7) so dass w(i — 1) > w(i) <
wi+1) <...<w(j) >w(+1) (fiir « = 1 fallt die erste Ungleichung weg, fiir j = n,
die letzte). Zur Vereinfachung der Sprechweise lassen wir auch die Adjektive “aufsteigend”
und “konsekutiv” und sprechen einfach von einem Run. Die Runs einer Permutation lassen
sich schnell identifizieren, weil jede Inversion, d.h. jede Stelle j > 1 mit w(j) > w(j — 1),
einen neuen Run startet. Die Anzahl runs ist also gleich der Anzahl Inversionen plus Eins.

Bei einem riffle shuffle haben offensichtlich nur die Permuationen mit einem oder zwei
Runs positive Wahrscheinlichkeit. Nach zwei riffle shuffles kann es dann maximal 4 Runs
geben, etc. Man kann aber sogar eine viel prizisere Aussage machen:

Satz 4 Nach m unabhdngigen riffle shuffles hat jede Permutation w mit r < 2™ runs die

Wahrscheinlichkeit om
Cnm +n—r

Pm(w) =27" ( >

n

Beweis: Ich gebe den Beweis nur fiir m = 2. Die beiden riffle shuffles sind, wie wir
oben gesehen haben, charakterisiert durch 2 Teilmengen L; und Lo von {1,...,n}: Die
Anzahl Elemente von L; gibt an, wie viele Karten bei der Teilung im linken Teilstapel sind,
und L; gibt die Position der Karten aus dem linken Teilstapel nach dem Mischen an. Jede
Kombination (Lj, L2) hat die Wahrscheinlichkeit 47". Die Kombination der beiden shuffles
kann charakterisiert werden durch eine Partition von {1,...,n} in vier (eventuell leere)
Teilmengen (Moo, Mo1, Mg, M11): Moo gibt die Endposition der Karten an, die beides



Mal im linken Teilstapel sind; My, gibt die Endposition der Karten an, die beim ersten
Mal im linken und beim zweiten Mal im rechten Teilstapel sind, etc. Es gibt 4™ solche
Partitionen, und wir werden zeigen, dass die Zuordnung (L1, La) — (Moo, Mo1, M1, M11)
eine Bijektion ist. Damit haben alle Partitionen die Wahrscheinlichkeit 47".

Aus der Partition (Moo, Mo1, M1o, M11) kénnen wir die resultierende Permutation ws 0wy
bestimmen: Die Karten, die zweimal im linken Teilstapel sind, miissen zu Beginn zuoberst
sein, und ihre Reihenfolge wird bei der Verteilung auf Myy nicht gedndert. Als néchstes
kommen im urspriinglichen Stapel die Karten, die zuerst im linken und dann im rech-
ten Teilstapel sind, und ihre Reihenfolge bleibt ebenfalls gleich, etc. Jede Inversion in der
Permutation ws o wy markiert eine Grenze zwischen zwei Mengen der Partition, weil in-
nerhalb einer Menge die Reihenfolge nicht verdndert wird. Wenn die Permutation 4 runs
hat, dann ist die Partition eindeutig bestimmt und damit hat diese Permutation die Wahr-
scheinlichkeit 47". Permutationen mit weniger als 4 runs kénnen jedoch aus verschiedenen
Partitionen hervorgehen und haben daher ein Vielfaches von 47" als Wahrscheinlichkeit.

Wir betrachten zuerst ein Beispiel: Sei n = 8, L1 = {2,5,6}, Ly = {1,3,5,8}. Der linke
Teilstapel besteht also zuerst aus 3 und dann aus 4 Karten. Die erste Karte ist nach
dem ersten shuffle auf Platz 2, kommt also bei der zweiten Teilung wieder nach links und
endet damit auf Platz 3. Die zweite Karte ist nach dem ersten shuffle auf Platz 5, kommt
daher bei der zweiten Teilung nach rechts zuoberst und endet damit auf Platz 2 (dem
ersten Element von L§). Wenn wir diese Uberlegungen fortsetzen, erhalten wir Moo = {3},
Mo = {2,4}, Mo = {1,5,8} und M;; = {6,7}. Also muss wy o w; = (32415867) sein,
was sich leicht nachkontrollieren lésst, da w; = (25613478) und wy = (13582467). Die
Permutation (32415867) hat 4 runs und damit Wahrscheinlichkeit 4~".

Als néchstes beweisen wir, dass man aus der Partition (Mg, Moy, M1o, M11) L1 und Lo
zuriickgewinnen kann. Die Karte 7 ist bei der ersten Teilung genau dann links, wenn 7 < kq,
und bei der zweiten Teilung ist sie genau dann links, wenn wq (i) < k. Also ist

Moo U Mg = {wa(w1()) | wi(i) < ka} = {wa2(j) | j < ka} = La.
Aus Lo folgt wy und damit auch Ly, weil
Moo U Moy = {wa(w1(9)) | i < k1} & L = {wi(i) | i < ka} = {wy ' (j) | j € Moo U Mon }-

Fiir die Permuation (32415867) folgt also Ly = {3,1, 5,8} und damit wy = (13582467) und
schliesslich Ly = wy 1({3,2,4}) = {2,5,6}.

Wir machen noch ein Beispiel einer Permutation mit n = 8 und 3 runs: w = (23567418).
Hier sind nur 2 der drei Schnittstellen zwischen den 4 Elementen der Partition durch eine
Inversion festgelegt. Die dritte Schnittstelle kann irgendwo zwischen 0 und 8 sein, d.h. es
gibt 9 Moglichkeiten. Ist die dritte Schnittstelle zum Beispiel bei 0, erhalten wir Moo = 0,
M01 == {2,3,5,6,7}, M10 == {4} M11 == {1,8} und w1 = (34567128), W = (41235678)
Ist die dritte Schnittstelle zum Beispiel bei 2, erhalten wir Moy = {2, 3}, Mo1 = {5,6, 7},
Mo = {4}, M1; = {1,8} und w; = (12567348), we = (23415678). Dies kann man analog
fiir alle anderen 7 Moglichkeiten durchfiithren.

Allgemein gilt: wenn w r < 2™ runs hat, dann kann man 2™ — r Schnittstellen zwischen
Mengen der Partition beliebig wihlen irgendwo zwischen 0 und n. Da Schnittstellen auch
zusammenfallen konnen, ist die Anzahl Moglichkeiten daher durch den Binomialkoeffizi-
enten im Satz gegeben. O



3.3 Totaler Variationsabstand

Zunéchst definieren wir einen Abstand zwischen zwei Wahrscheinlichkeiten, um zu quan-
tifizieren, was “approximativ uniform” heisst.

Definition 1 Der totale Variationsabstand zwischen zwei Wahrscheinlichkeiten P und Q
auf € ist definiert als

IP-ll = 3 3 Ip(@) -~ a(w)!

we

Die Bedeutung dieses Abstands in der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird durch das fol-
gende Lemma erkléart.

Lemma 3 Fs gilt

1P — QI} = max |P(A) — Q(A)| = Yo bW —aw)= D (aw) —pw)).

wip(w)>q(w) wiq(w)>p(w)
Beweis: Fiir jedes A C Q) gilt

P(A) —Q(A) = Y (p(w) — q(w)).

wEA

Den grossten Wert rechts erhdlt man, wenn man iiber alle w’s summiert, wo p(w) > g(w),
den kleinsten, wenn man iiber alle w’s summiert, wo p(w) < ¢(w). Ferner gilt

2[P-Q = Y (W -gw)+ Y (aw)-pw)),

p(w)>q(w) q(w)>p(w)
0 = > (w-qw)- > (@) —pw)).
p(w)>gq(w) q(w)>p(w)
Daher sind die beiden Summen gleich, und die Behauptung folgt. O

Aus Satz 4 folgt sofort, dass der Abstand zwischen der Verteilung P, nach m riffle shuffles
und der uniformen Verteilung U gegeben ist durch

g—nm 2" +n—r\ 1
n n!

wobei A,,, die Anzahl Permutationen von n Elementen mit » Runs bezeichnet und der
Binomialkoeffizient gleich Null gesetzt wird, wenn r > 2™. Die Anzahl A, , kann man
rekursiv berechnen mit

r—1 .
n+r—
Apr =1, Ap,=1"— §' 1: ( . j)An,j.
J:

)

1 n
[P = U = 5> A,

r=1

Dies ergibt zwar keine geschlossene Formel, aber man kann [P, — U|| fiir n = 52 ohne
Schwierigkeiten mit dem Computer berechnen, weil man nur n statt n! Summanden hat.
Das Resultat ist in Tabelle 1 zu sehen: Nach 7 shuffles ist der Abstand also das erste Mal
kleiner als %



m 1 2 3 4 5 6 7 8 9
|Pm —U|| 1.000 1.000 1.000 1.000 0.924 0.614 0.334 0.167 0.085

Tabelle 1: Totaler Variationsabstand der Verteilung nach m riffle shuffles von der Gleich-
verteilung fiir n = 52.

3.4 Zusammenhang mit Sortieren

Wenn eine Liste aus n verschiedenen Zahlen gegeben ist, dann will man zum Sortieren
diejenige Permutation finden, welche die Zahlen der Liste aufsteigend ordnet. Es gibt
viele Algorithmen, welche grosse Listen mit moglichst geringem Aufwand sortieren. Diese
werden in der Vorlesung “Algorithmen und Komplexitéit” besprochen. Oft ist es plausibel
anzunehmen, dass die Zahlen in der urspriinglichen Liste zufillig angeordnet sind. Manche
Sortieralgorithmen sind unter dieser Annahme besonders effizient. In diesem Fall kann
man auf die gegebene Liste auch noch zuerst eine Zufallspermutation anwenden bevor
man sortiert. Auf dem Computer sind Zufallspermutationen viel einfacher zu erzeugen als
beim physikalischen Kartenmmischen.

Das sogenannte “Radixsort” verwendet Operationen, die riffle shuffles umkehren: Wenn die
Zahlen in der Liste im Bindrsystem angegeben sind, dann sortiert Radixsort zunéchst nach
der letzten Ziffer, wobei die Reihenfolge von Zahlen mit gleicher letzter Ziffer unverédndert
bleibt. Die Zahlen mit letzter Ziffer 0 kommen also auf den linken Stapel, diejenigen
mit letzter Ziffer 1 auf den rechten und dann kommt der rechte Stapel unter den linken.
Dies ist genau die Inversion eines riffle shuffles, wobei L die Positionen von Zahlen mit
letzter Ziffer Null ist. L wird also zufillig, wenn die letzte Ziffer zufillig ist. Im zweiten
Schritt wird dann nach der zweitletzten Ziffer sortiert, was wieder eine Inversion eines
rifle shuffles ist. Wenn die grosste Zahl m binére Ziffern hat, dann ist nach spétestens
m Iterationen die Liste sortiert. Dies kann man benutzen, um den Abstand zwischen der
Verteilung nach m riffle shuffles und der uniformen Verteilung abzuschétzen: Zufillige
Wahl der riffle shuffles ist dquivalent zur zufilligen Wahl der zu sortierenden Binérzahlen,
und wenn die n Binédrzahlen alle verschieden sind, dann hat jede mogliche Anordnung
die Wahrscheinlichkeit 1/n!. Also kommt die Abweichung von der uniformen Verteilung
nur dadurch zustande, dass zufillige Binérzahlen gleich sein kénnen. Details zu diesem
Argument findet man in Kap. 6 von Aldous (2012).

4 Markovketten

4.1 Definition und Beispiele

Eine Markovkette beschreibt eine zufillige Bewegung mit kurzem Gedéchtnis auf einem
Graphen mit gerichteten und gewichteten Kanten. Die Ecken des Graphen nennen wir
Zustinde. Die gerichteten Kanten beschreiben die moglichen Ubergiéinge und die Gewichte
geben die Wahrscheinlichkeiten der Ubergéinge an. Wenn man auch in i bleiben kann, dann
hat der Graph eine Schleife, d.h. eine Kante von ¢ nach .

Wir bezeichnen die Menge der Ecken des Graphen mit S = {1,2,...,n} und die gerichteten
Kanten mit ¢ — j. Das Gewicht von i — j wird mit II(z,j) bezeichnet. Wir setzen
I1(4, j) = 0, wenn es keine Kante von ¢ nach j gibt, so dass II eine n x n Matrix wird. Aus
der Interpretation von II(i,j) als Wahrscheinlichkeit von ¢ nach j zu gehen, folgen sofort
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die folgenden Eigenschaften von II:

n

(i, j) >0, > T(i,j)=1 (i=1,...,n).
j=1

Matrizen mit diesen beiden Eigenschaften heissen stochastisch.

Das kurze Gedéachtnis soll bedeuten, dass es keine Rolle spielt, welche Zustinde man
vorher besucht hat. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten hingen nur davon ab, wo man
jetzt gerade ist. Wir wihlen den Startpunkt ig ebenfalls zufillig mit Wahrscheinlichkeit
po(io) und machen dann eine beliebige, aber feste Anzahl T von Ubergiéingen. Das heisst,
wir betrachten die Menge der Verldaufe (“Pfade”, “Trajektorien”)

Q= {(i07i17"'aiT);1 < Z] < n} = {172’”.’”}71-&-1
und darauf die Wahrscheinlichkeiten
Po:7 (%051, - - -, i7) = po(io)(d0,41) - - - (ir—1, 7).

Die Rechtfertigung der Produktformel geht wieder {iber die Interpretation von Wahrschein-
lichkeit als approximative relative Haufigkeit bei N Wiederholungen: Der Startpunkt g
tritt ungefihr bei Npo(i9) Wiederholungen auf, und ein Bruchteil II(ig, ;) davon hat dann
einen Ubergang in den Zustand iy, etc.

Man sieht sofort, dass fiir t < T’

n n
pouliosin, .. i) = > -+ > porlioir, ..., ir),
=1

f=1 i

d.h. der Anfang einer Markovkette bildet wieder eine Markovkette mit den gleichen Start-
und den Ubergangswahrscheinlichkeiten. In diesem Sinne ist die Wahl von 7' nicht wesent-
lich. Die Konstruktion einer Markovkette kann schrittweise erfolgen: Man wahlt zuerst g
gendss Py, dann ¢; geméss der ig-ten Zeile von II, etc. Man muss also T nicht im voraus
festlegen.

Beispiele von Markovketten:

e Irrfahrt: Die Bewegung geht mit Wahrscheinlichkeit p um 1 nach rechts, mit Wahr-
scheinlichkeit ¢ um 1 nach links und mit Wahrscheinlichkeit » = 1 — p — ¢ bleibt
man am gleichen Ort. Der Rand kann absorbierend sein, d.h. II(1,1) = II(n,n) = 1,
oder reflektierend, d.h. II(1,1) = ¢ + r und II(n,n) = p + r. Dies kann den Vermo-
gensverlauf in einem Zwei-Personen Nullsummenspiel beschreiben, und Absorption
entspricht dem Ruin von einem der beiden Spieler.

e Soziale Mobilitdt: Eine soziologische Studie hat die berufliche Mobilitdt in Grossbri-
tannien nach dem zweiten Weltkrieg untersucht. Dazu wurden die Berufe in 3 Stufen
(hoch-, mittel- und wenig qualifiziert) eingeteilt, und es wird angenommen, dass die
Qualifikation der Kinder nur von der Qualifikation der Eltern abhéngt (und nicht von
der der Grosseltern etc.). Die Ubergangswahrscheinlichkeiten von einer Generation
zur nichsten wurden wie folgt geschitzt:

0.45 0.48 0.07
IT={ 0.05 0.70 0.25
0.01 0.50 0.49
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e Kartenmischen: Der Zustand beschreibt die momentane Anordnung der nummerier-
ten Karten im Stapel, ist also eine Permutation w von n Elementen. Es gibt eine
gerichtete Kante von w nach w’, wenn w’ aus w durch Anwendung eines riffle shuffles
hervorgeht. Gemiss dem vorigen Kapitel gilt II(w,w) = (n + 1)27" und fiir w’ # w
I(w,w’) = 27", bzw. 0.

e DNA: DNA ist der Triager der Erbinformation und besteht aus einer Kette von Ba-
senpaaren, wobei die 4 moglichen Basen mit A, C, G und T abgekiirzt werden. Da
immer A mit 7" und C' mit G gepaart sind, geniigt es, eine Sequenz von Basen anzu-
geben. Das einfachste Modell fiir eine solche Sequenz ist der Pfad einer Markovkette.
Experimentell bestimmte Ubergangswahrscheinlichkeiten lauten

4 ¢ ¢ T
A[0.300 0205 0.285 0.210
C10.322 0.298 0.078 0.302
G |0.248 0.246 0.298 0.208
T10.177 0.239 0.292 0.292

In diesem Beispiel ist es von Interesse, Regionen zu finden, wo die Sequenz sich nicht
geméss diesem Modell verhalt.

e Das Ehrenfest-Modell: Ein Gefiiss enthilt ca. n = 10%* Gas-Molekiile die alle in Be-
wegung sind. Wir beschreiben dieses System durch die Anzahl Molekiile, die zur Zeit
t in der linken Hélfte des Gefiisses sind. Das Modell von P. und T. Ehrenfest nimmt
an, dass in einem Zeitschritt ein Molekiil zufillig ausgewéhlt wird und dieses dann
mit Wahrscheinlichkeit p in die andere Hélfte tibergeht. Dies entspricht einer Mar-
kovkette mit den Zustéinden {0,1,...,n} und den Ubergangswahrscheinlichkeiten
(i, i+ 1) =p(1— L), (4,5 — 1) = pL, 1(i,4) = 1 — p und II(4, j) = O sonst.

e Surfen auf dem Internet: Angenommen, eine Person surft auf dem Internet und sie
wéhlt auf der gerade besuchten Webseite einen der dort vorhandenen Links zuféllig
aus, um auf die néchste Seite zu kommen. Das ergibt eine Markovkette auf der Menge
aller Webseiten mit den Ubergéingen 11(i,j) = 1/d(i) falls ein Link von Seite i zu
Seite j existiert, wobei d(i) die Menge aller Links auf Seite i ist.(Fiir eine vollstéindige
Definition miissten wir noch festlegen, was im Fall d(7) = 0 geschieht).

Wir beschrinken uns hier auf Modelle, bei denen die Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht
von der Zeit abhingen, sogenannte homogene Markovketten. Im Beispiel der DNA ha-
ben wir gesehen, dass der zeit-inhomogene Fall auch von Interesse ist. Auch im Beispiel
der sozialen Mobilitét wird es wohl so sein, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht
wéhrend mehrerer Generationen unverédndert bleiben.

4.2 Ubergiinge in mehreren Schritten

Oft ist man insbesondere an der Wahrscheinlichkeit interessiert, dass die Markovkette zu
einer Zeit 0 < ¢t < T im Zustand j ist. Wir bezeichnen diese Wahrscheinlichkeit mit p;(j).
Sie lasst sich leicht berechnen unter Benutzung der Additivitdt der Wahrscheinlichkeit, die
wir schon frither benutzt hatten und die sofort aus der entsprechenden Eigenschaft von
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relativen Hiufigkeiten folgt:

n n n n
pt(]) = Z Z Z 7"'ZpO:T(/L.Ow"aitflajait+17"',iT)

io=1  ia=liga=l =1
n n n n
= Y - Y polio)d(ioyin) - T(ir-1,5) > M(jyiera) -+ Y Mlir-1,ir)
io=1  is1=1 irp1=1 ir=1
n
= ) polio)I'(io, 5),
i0=1

wobei II¢ die t-te Matrixpotenz von II bezeichnet. Dies besagt insbesondere, dass I (i, j)
die Wahrscheinlichkeit angibt, in ¢ Schritten von i nach j zu gelangen (iiber beliebige
Zustande zu Zeiten s < t). Fiir das Folgende fassen wir Wahrscheinlichkeiten auf der Menge
der Zusténde als Zeilenvektoren im R™ auf. Dann lautet obige Gleichung in Matrixform

PoIT! = P,.

Wenn die Anzahl Zustéinde n klein ist, kann man die Matrixpotenzen numerisch leicht
berechnen. Im Beispiel der sozialen Mobilitit erhalten wir

0.227 0.587 0.186 0.093 0.620 0.287 0.064 0.623
2= 0.060 0.639 0.301 |,I*= | 0.060 0.639 0.301 |, I®=| 0.062 0.624
0.034 0.600 0.366 0.056 0.623 0.321 0.062 0.624

Die Zeilen von II® sind fast gleich. Das bedeutet, dass der Einfluss des Anfangszustandes
nach 8 Schritten praktisch verschwunden ist. Wir werden dieses Phanomen in Kapitel 4.5
noch genauer untersuchen.

Oft interessiert man sich fiir den Zeitpunkt, an dem man das erste Mal einen bestimmten
Zustand 1 erreicht, der natiirlich auch vom Zufall abhéngt. Information dariiber erhélt man,
indem man die Ubergénge so modifiziert, dass der Zustand i nicht mehr verlassen wird:
(i,4) = 1,11(4,5) = 0, I1(j, k) = I1(4, k) fiir j # . Dann ist II*(j, i) die Wahrscheinlichkeit,
dass die urspriingliche Kette bei Start in j den Zustand ¢ bis zur Zeit ¢ einmal besucht.
Im Beispiel der sozialen Mobilitdt betrachten wir ¢ = 1 und ¢ = 5. Dann ist

. 1 0 0
I’ = | 0.184 0.534 0.282
0.139 0.563 0.298

Die Wahrscheinlichkeit, in maximal 5 Generationen von der tiefsten in die héchste Schicht
aufzusteigen, ist also etwa 14%.

4.3 Klassifikation der Zustinde

Um das Verhalten einer Markovkette bei vielen Ubergéingen zu verstehen, sind die folgen-
den Definitionen niitzlich

Definition 2 Zustand j ist zuginglich von Zustand i, falls TI'(i,j) > 0 fiir ein t > 0.
Die Zustinde i und j sind verbunden, falls i von j und j von i zugdnglich sind. Eine
Teilmenge C' C {1,...,n} heisst abgeschlossen, falls von allen i € C' aus nur Zustinde in
C zugdnglich sind.

13
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Diese Eigenschaften lassen sich leicht verifizieren durch Betrachtung des zugehorigen ge-
richteten Graphen. Man sieht sofort, dass Verbundenheit von Zustéinden eine Aquiva-
lenzrelation ist und dass der Zustandsraum daher in Aquivalenzklassen von verbundenen
Zusténden zerfallt.

Wenn eine Aquivalenzklasse C' abgeschlossen ist, dann nennen wir die Zustéinde in dieser
Klasse rekurrent. Wenn man in einem Zustand ¢ € C startet, dann bleibt die Markovkette
immer in C, die Einschrankung von II auf C' x C ist eine stochastische Matrix.

Zustinde in Aquivalenzklassen, die nicht abgeschlossen sind, heissen transient. Mit einem
Widerspruchsbeweis kann man leicht zeigen, dass es mindestens eine abgeschlossene Aqui-
valenzklasse gibt. Wenn man die Zustéinde so umnummeriert, dass die ersten k Zusténde
transient sind und die Zustinde in den m abgeschlossenen Aquivalenzklassen konsekutiv
nummeriert sind, dann erhilt man fiir die Ubergangsmatrix folgende kanonische Form

Q Ri Ry ... Rp
0O P 0 ... 0
n=| 0 o P ... o0
0 0 0 .. Py

Betrachten wir als Beispiel die Irrfahrt von oben mit Absorption am Rand. Diese Mar-
kovkette hat 3 Aquivalenzklassen: {1}, {n} und {2,...,n — 1}. Die ersten zwei Klassen
sind rekurrent, die dritte transient. Beim Surfen auf dem Internet hiangt die Klassifikation
davon ab, wie der Ubergang von Seiten mit d(i) = 0 definiert ist. Die anderen Beispiele
von oben haben nur eine Aquivalenzklasse, die demnach rekurrent ist.

Wie verhilt sich die Kette, wenn man in einem transienten Zustand ¢ startet 7 Wenn
man die zugehorige Aquivalenzklasse einnmal verlassen hat, dann folgt sofort aus den
Definitionen, dass man nicht mehr in diese Klasse zuriickkehren kann. Wir zeigen als
niichstes, dass man die zugehorige Aquivalenzklasse frither oder spéter verldsst und in
einer rekurrenten Klasse endet. Ausserdem berechnen wir die Wahrscheinlichkeit dass der
erste besuchte rekurrente Zustand gleich j ist. Wenn {1,2,. .., k} die Menge der transienten
Zusténde ist, dann definieren wir fiir ¢ < k und j > k das Ereignis

T T .. . .. . . .
UZ(] ) - Ut:l{(zazlv"' s Ut—15 05 U1y - - - 7ZT);11 S k7- cey -1 S k}

In Worten, man startet in ¢, der erste rekurrente Zustand ist gleich j, und er wird nach
hochstens T' Schritten besucht. Man sieht sofort, dass PO:T<U1'(JT)) monoton wachsend ist
in T, und damit existiert u;; = limz_,o IP’OzT(Ui(jT)) /po(%). Anschaulich ist u;; die Wahr-
scheinlichkeit, dass bei Start in ¢ der erste rekurrente Zustand gleich j ist, aber dies wiirde

voraussetzen, dass wir unendlich viele Ubergiéinge betrachten, und dann ist der Raum
nicht mehr endlich, sondern sogar iiberabzéhlbar.

Satz 5 Wir nehmen an, dass die Ubergangsmatriz die kanonische Form von oben hat und
bezeichnen die Matriz mit Blocken Ry, ..., R, mit R. Dann geht Q' exponentiell schnell
gegen Null, I — Q) ist invertierbar mit

-7 =2 ¢
t=0
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und fir die Matriz U = (u;;1 <i <k, k+1<j<n) gilt

U=I-Q) 'R=> QR

t=0

Beweis: Zu jedem transienten Zustand i gibt es einen Pfad, der in endlich vielen Schritten
einen rekurrenten Zustand erreicht und positive Wahrscheinlichkeit hat. Weil man von
einem rekurrenten Zustand nicht zu einem transienten Zustand zuriickkehren kann, heisst
das: Es gibt ein € > 0 und ein s so dass
n k
min I1° (4, 7) > 5(i,7) <1—e.
nin- (i) Z e max} Q) <1-¢
j=k+1 Jj=1

Mit Induktion folgt daraus, dass

k
min Y~ Q'(i,j) < (1 —)l/*),
7j=1

i<k 4

woraus die Konvergenz von Y ;2 Q" folgt. Ausserdem gilt

I-Q)) Q' =1-Q"

t=0

Fiir n — oo konvergiert die rechte Seite gegen I und die linke gegen (I — Q) > 2, Q"
Damit ist der erste Teil bewiesen. Fiir den zweiten Teil modifizieren wir die Ubergénge so,
dass alle rekurrenten Zustdnde absorbierend sind, d.h.

=(9 1)

T — < QT (I—l—Q+...QT_1)R>7

Dann ist

0 I

und daraus folgt

PrU") = po()I7 (6, §) = o) (T +Q + ... + QT )R)y;.

Wenn wir beide Seiten durch py(i) dividieren und 7" gegen unendlich gehen lassen, erhalten
wir somit U = (I — Q)" 'R. O

Dass U die Gleichung U = R + QU erfiillt, ist auch anschaulich sofort klar: R enthélt
die Wahrscheinlichkeiten, in einem Schritt in einen rekurrenten Zustand zu kommen, und
QU die Wahrscheinlichkeiten, zuerst in einen anderen transienten Zustand und von dort
spater in einen rekurrenten Zustand zu gelangen. Ausserdem ist Z§:1 Q'(i,j) die Wahr-
scheinlichkeit bei Start in ¢ nach ¢ Schritten immer noch in einem transienten Zustand zu
sein. Diese Wahrscheinlichkeit geht also exponentiell schnell gegen 0.

Als Beispiel betrachten wir die Irrfahrt mit Absorption am Rand. Die Wahrscheinlichkeit

u; = u;, dass die Irrfahrt bei Start in ¢ am linken Rand absorbiert wird, erfiillt die
Gleichung
up = puip1 +qui—1+(1—p—qu; (1=3,...,n—2)
uz = puz+(l—p—quz+gq
Up—1 = Qup—2+ (1 —p—q@up_1.

Dieses Gleichungssystem ldsst sich leicht 16sen. Die Wahrscheinlichkeit fiir Absorption am
rechten Rand ist schliesslich gleich 1 — w;.
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4.4 Konvergenz gegen die stationire Verteilung

Wir betrachten hier den Fall, wo alle Zustéinde verbunden sind. Wir nennen die Kette in
diesem Fall irreduzibel. Fiir die Untersuchung des Verhaltens der Kette bei vielen Uber-
gingen brauchen wir noch das Konzept der Periode eines Zustandes.

Definition 3 Die Periode d(i) des Zustandes i ist der grosste gemeinsame Teiler von
{t > 1;11'(i,4) > 0}. Der Zustand i heisst aperiodisch wenn d(i) = 1. Die Kette heisst
aperiodisch, wenn alle Zustdnde aperiodisch sind.

Das Ehrenfest-Modell ist irreduzibel. Wenn p = 1, dann haben alle Zusténde die Periode
2. Fiir 0 < p < 1 ist die Kette aperiodisch.

Im Beispiel der sozialen Mobilitit haben wir empirisch gesehen, dass II? gegen eine Matrix
mit identischen Zeilen zu konvergieren scheint. Dies gilt fiir jede irreduzible und aperiodi-
sche Kette, wie wir nun zeigen werden. Wir benutzen den totalen Variationsabstand aus
dem letzten Kapitel und beweisen zuerst eine weitere Eigenschaft dieses Abstandes.

Lemma 4 Seien P und Q zwei Wahrscheinlichkeiten auf Q und f : Q — R. Dann gilt

Y fw@)pw) - a(w))

we

<|P-QllAf

wobei Af = max f(w) — min f(w).
Beweis: Fiir beliebiges ¢ € R gilt wegen > p(w) =" q(w)

Y fW)pw) = aw))

weN

> (f@) =) p(w) = aw))

weN

< mjx\f(w)—d Z Ip(w) —gq(w)]-

weN

Wihlt man ¢ = 3(max f(w) + min f(w)), folgt die Behauptung. O

Damit kénnen wir jetzt eine Kontraktionseigenschaft von einem Markoviibergang zeigen.

Lemma 5 Seien P und Q zwei Wahrscheinlichkeiten auf {1,...,n} und sei Il eine sto-
chastische Matriz. Dann gilt

[PII — QII|| < p(II) [P — Q]

wobei p(IT) = max; 4; [11(3,.) — T1(5, ).

Beweis: Fiir ein beliebiges A C {1,...,n} setzen wir f(i) := >, 4 II(i, k). Nach Lemma
3 ist dann Af < p(IT). Also folgt nach Lemma 4

IPTI(A) — QII(A)| = Y (p()) — q(2)) D _T(i, k)| = | > f@)(p(i) — ()| < p(11) [P - Q] .
i=1 keA i=1
Mit einer weiteren Anwendung von Lemma 3 folgt die Behauptung. ([l
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Satz 6 Seill die Ubergangsmatriz einer irreduziblen und aperiodischen Markovkette. Dann
existiert genau eine Wahrscheinlichkeit v auf {1,...,n} mit yII = ~. Zudem konvergiert
fiir jede Startverteilung Py die Folge der Verteilungen Py = PoIl! beziiglich des totalen Va-
riationsabstandes gegen ~y. Insbesondere konvergiert II' gegen die Matriz T, deren Zeilen
alle gleich v sind.

Die Eigenschaft yII = « bedeutet, dass bei Start geméss v die Verteilung des Zustands
zu jeder Zeit gleich v ist. Daher nennt man diese Verteilung stationdr. Aus der Sicht der
linearen Algebra besagt vII = v, dass 7/ ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 von II’ ist. Dass
IT' den Eigenwert 1 hat, folgt sofort daraus, dass Zj I1(3,j) = 1, denn dies heisst nichts
anderes als dass (1,...,1)" Eigenvektor von II zum Eigenwert 1 ist.

Beweis: Wir nehmen zuerst an, dass € := min; ; II(4, j) > 0. Dann ist wegen Lemma 3

n

TG, ) =10 = Y ([T, k) = > (T, k)—min(TI(i, k), TI(j, k))) < 1-ne
ksT1(4,k) >TI(j,k) k=1

und somit folgt mit Lemma 5 fiir beliebige Startverteilungen Py und Qg
P — Qifl < (1= ne)*|[Po — Qoll — 0.

Wir fixieren eine beliebige Startverteilung Py. Weil die Menge aller Wahrscheinlichkeiten
eine kompakte Teilmenge des R" ist, existiert eine Wahrscheinlichkeit v und eine Teilfolge
P;, so dass Py, — 7. Wenn wir Qp = IP; wéhlen, dann ist Q;, = P, IT und damit folgt

0 = lim [Py, — Q| = T [Py, — P, 11 = 1y = 1]

Also ist vIT = ~. Wenn wir jetzt Qp =  wihlen, dann ist Q; = ~y fiir alle t und damit
geht ||P; — || gegen Null, d.h. man hat Konvergenz auch ohne Bildung einer Teilfolge. Mit
dem gleichen Argument folgt auch die Konvergenz fiir beliebiges Py. Konzentriert man die
Startverteilung auf den Zustand i, dann ist P, = I1*(4,.), und somit folgt die Konvergenz
von IT! gegen T.

Der allgemeine Fall geht analog unter Verwendung von Lemma 6 unten. g

Lemma 6 Wenn II die Ubergangsmatric einer irreduziblen und aperiodischen Kette ist,
dann emistiert ein t > 0 so, dass alle Elemente von II' strikt positiv sind.

Beweis: Sei N; = {t;II(i,4) > 0} mit i beliebig. Dann ist N; abgeschlossen unter Addition,
weil
n
(4, 6) = > T (6, )T (4,4) > T (i, )T1° (3, 4).
j=1
Nach Voraussetzung existieren s,¢ € IN; mit 1 als grossten gemeinsamen Teiler. Geméss

einem Satz aus der elementaren Zahlentheorie existieren dann a,b € N mit as — bt = 1.
Dann ist fiir jedes 7 > b(t — 1) und jedes k mit 0 < k < ¢

jt+k = jt + k(as — bt) = (ka)s + (j — kb)t € N,

d.h. N; enthilt alle natiirlichen Zahlen grosser oder gleich b(¢ — 1)t. Damit gibt es fiir jedes
i,7 ein t;; mit II*(¢,7) > O fiir alle ¢ > ¢;;. Jetzt nimmt man das Maximum aller ¢;;. O
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Des Beweis dieses Lemmas zeigt auch, dass eine irreduzible Markovkette aperiodisch ist,
wenn ein Zustand aperiodisch ist.

Die Berechnung der stationéiren Verteilung erfordert also die Losung des Gleichungssystems
(I —II')xz = 0 unter der zusétzlichen Bedingung (1,1,...,1)z = 1. Wenn die Anzahl
Zustidnde gross ist, kann das schwierig sein. Im Beispiel des Kartenmischens vermutet
man, dass die uniforme Veretilung stationér ist. Dies lédsst sich leicht verifizieren, denn bei
der Matrix I(w,w’) sind nicht nur die Zeilensummen sondern auch die Spaltensummen
gleich eins: IT(w,w’) = 27", wenn w’ = £ ow und & eine Permutation mit genau einem run
ist, und alle anderen Elemente ausserhalb der Diagonalen sind gleich Null. Weil w’ = £ ow
genau dann der Fall ist, wenn w = £ ! o w’, hat man in jeder Zeile und in jeder Spalte
gleich viele Elemente, welche gleich 27" sind. Ferner sind alle Elemente von IT¥ strikt
positiv wenn 2F > n, vgl. Satz 4, also konvergiert die Verteilung nach ¢ riffle shuffles gegen
die uniforme Verteilung fiir ¢ — oo. Die Schranken, die man aus Satz 6 erhélt, sind jedoch
sehr viel schlechter als diejenigen, die wir in Abschnitt 3.3 gefunden haben.

Surfen auf dem Internet und page rank. Wir nummerieren die Webseiten so, dass die
Anzahl Links d(7) auf Seite ¢ > 0 ist fiir ¢ < k£ und = 0 fiir ¥ < i < n. Dann modifizieren
wir den oben beschriebenen Ubergang und setzen
L=7)y+am (E<ki—j)
(i, j) =49 (1-r)t (i < k;i A7)
(1> k)
Das heisst, wenn man auf einer Seite ohne weiterfithrende Links ist, beginnt man neu auf

einer zufilligen Seite, und wenn man auf einer anderen Seite ist, beginnt man neu mit
Wahrscheinlichkeit 1 — . Dann erfiillt die stationére Verteilung v die Gleichung

(1)
2 d(i)’

1;1—]

1
n

k
N B S .
V@) == Y i+ ——=> @) +r
i=k+1 i=1
und der Rang von Seite ¢ ist nun proportional zu ~(i). Dieses Gleichungssystem ldsst sich
vereinfachen: Setzt man v*(k +1) = >, .| 7(i) und e(i) = Anzahl Links von Seite ¢ auf
Seiten j > k, dann kann man schreiben

K .
) = %’Y*(k—l—l)—i—%z:fy(i)—i—r 3 18 (j < k)
i=1 i<k;i—j
k .
Yk+1) = nT_kv*(erHZv(i) ((1—r)”;k+r28>.
1=1

Das heisst, man kann zuerst ein Gleichungssystem mit k+1 statt n Unbekannten 16sen, und
nachher eines mit n—k Unbekannten. Das obige Gleichungssystem bestimmt die stationére
Verteilung fiir die reduzierte Kette, bei der alle Zustdnde mit d(i) = 0 zu einem einzigen
Zustand zusammengefasst wurden. Dies ist moglich, weil die Zeilen von II fiir alle diese
Zustande gleich sind. Ist das nicht der Fall, dann zerstort eine solche Zusammenfassung
von Zustinden die Markoveigenschaft.

Auch das kleinere Gleichungssystem ist jedoch noch sehr gross, und es ist effizienter, rekur-
siv k%rl(l, 1,...,1)(IT*)* fiir t = 1,2,...,T zu berechnen, wobei IT* die Ubergangsmatrix
fiir die reduzierte Kette ist. Offenbar ist man nach ca. T' = 100 Schritten bereits geniigend
nahe bei der Loésung.

In einigen Anwendungen hat die stationire Verteilung die zusétzliche Eigenschaft der
Reversibilitdt. Dann kann man die stationédre Verteilung in geschlossener Form angeben.
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Definition 4 Eine Wahrscheinlichkeit v auf {1,2,...,n} heisst reversibel fiir die Uber-
gangsmatriz 11, falls fir alle i # j

YOI, §) = ()L, 7).

Satz 7 Jede reversible Verteilung ist stationdr, aber die Umkehrung gilt nicht. Wenn die
Startverteilung reversibel ist, dann gilt fir alle T und alle Verlaufe mit T Ubergingen

Po:7 (10,1, - - -, iT—1,17) = po.7(iT, iT—1, . .., 1, %0).

FEine irreduzible aperiodische Kette hat genau dann eine reversible Verteilung, wenn fir
alle Zyklen (ig,i1,...,i7-1,%0) gilt

(2o, i1)I1(21, d2) - - - H(ip—1,40) = H(io, i7—1)IL(i7—1,i7—2) - - - IL(41, dp),

und im Beweis ist eine geschlossene Formel fir die reversible Verteilung angegeben.

Beweis: Summation der Gleichungen in der Definition iiber ¢ ergibt
YOG, 5) = () Y110, 8) = ().
i=1 i=1

Reversibilitét ergibt ein lineares homogenes Gleichungssystem mit n(n —1)/2 Gleichungen
und n Unbekannten. Es hat im Allgemeinen fiir n > 2 keine Losung. Die Konstruktion
eines Gegenbeispiels fiir n = 3 ist einfach. Fiir T' = 1 ist pg.1 (40, 41) = v(i0)(70, 1), also ist
die zweite Behauptung dann gerade gleich der definierenden Eigenschaft. Fiir beliebiges T’
wird die definierende Eigenschaft T' mal angewendet. Die letzte Gleichung ist offensichtlich
ein Spezialfall der vorangehenden, also ist sie sicher notwendig. Um zu sehen, dass sie auch
hinreichend ist, wihlen wir T so, dass I17 (4, ) > 0 fiir alle 4, j und setzen

(1, j1) - - - O(jr—1,4)
I1(j, jr—1) -+~ I(j1, 1)’

wobei wir den Pfad von 1 nach j so gewéhlt haben, dass der Nenner strikt positiv ist.
Dann ist v(i)I1(7, j) = v(5)I1(j, ) dquivalent zu

H(1,41) - - - O(ip—1, )03, 5)  T(1,51) - - - H(jr—1, 5)TL(J, 7)

U(i,ip—1)--- Ui, 1) (,jro1)---10,1)

~(j) = const.

was geméss Voraussetzung richtig ist. ]

Wenn nur Ubergéinge von i nach i + 1 moglich sind, dann existiert immer eine reversible

Verteilung, weil jeder geschlossene Zyklus entweder keinen oder beide Ubergéinge ¢ — i+ 1

und ¢ + 1 — ¢ enthalten muss. Die reversible Verteilung ist in dem Fall gegeben durch
(i —1,7) II(1,2)

(i) = ConSt'H(i,i —) )

Im Fall der Irrfahrt mit Reflexion am Rand erhalten wir fiir p = ¢ die uniforme Verteilung,

und fiir p # ¢
i-1 1_¢P
=(2) s
q L—(5"

19



Im Ehrenfest-Modell erhalten wir

(i) = const,w o const. <n> _gn <n>
i 1 ; ;

Aus der Stirling-Formel n! ~ (n/e)"v/2mn folgt

N
IO

7(0)  Van

was fiir n = 10?3 ungefihr gleich 10310%* ist. Es ist daher praktisch sicher, dass sich nie
alle Molekiile in der einen Hélfte befinden.

~

3| .
N |

4.5 Ausblick

Eine irreduzible und aperiodische Markovkette, welche mit der stationidren Verteilung ~
startet, erfiillt

n n
> poerliosin, .. yir-1,§) = Y por(j,io, i, -, ir-1) = por-1(io, i1, .. . ir-1),
=1 =1

ist also konsistent im Sinne von Satz 3. Wir kénnen auch die Entropie der Verteilung Po.1
leicht berechnen:

n n
HPor) = > -+ Y poxlioyit,. .. ir) (logyy(io) +logy M(io, 1) + ... +logy M(iz_1,ir))

i0=1 ip=1

= HE)+TY ~(0) D T(i,5)logy (i, ).
i=1 j=1

Daraus folgt

n
(T + 1) H(Poy) — h:= > y(i)H(II(,.)),
i=1
das heisst, wir haben die erste Aussage von Satz 3 direkt verifiziert. Die zweite Aussage
dieses Satzes lautet, dass mit grosser Wahrscheinlichkeit

1

T
, 1 L L
T’y(zo) + T tg_l logy I(i¢—1,4;) = h = E(logy II(4¢—1,14t)).

Dies ist ein Spezialfall des allgemeinen Gesetzes der grossen Zahlen, welches besagt, dass
das arithmetische Mittel mit grosser Wahrscheinlichkeit nahe beim Erwartungswert liegt,
sofern dieser fiir alle Summanden gleich ist. Der Beweis eines solchen Gesetzes der grossen
Zahlen erfordert allerdings mehr Hilfsmittel als wir hier zur Verfiigung haben.

Gesetze der grossen Zahlen erlauben auch eine weitere Interpretation der stationédren Ver-
teilung 7 bei irreduziblen und aperiodischen Ketten. Die Anzahl Besuche N (i) in einem
Zustand ¢ wihrend T Perioden lésst sich schreiben als die Summe von Indikatorfunktionen

T
Nr(i) = Z ]‘[’Lt:l]
t=0
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Mit dem Gesetz der grossen Zahlen ergibt sich also Np(i) ~ Ty(i). Andererseits kénnen
(4)

wir die Zeiten Tkl
ist

zwischen dem k-ten und dem (k + 1)-ten Besuch in ¢ betrachten. Dann

Nr(i)—1

T~ Y 7~ (Np@) - DE(r®)
k=

(wir vernachléssigen die Zeit bis zum ersten Besuch und die Zeit vom letzten Besuch < T
bis T'). Kombiniert man diese beiden Approximationen, so folgt

das heisst, die erwartete Riickkehrzeit in einen Zustand ist gleich dem Kehrwert der statio-
néiren Wahrscheinlichkeit dieses Zustands. Im Ehrenfest-Modell sagt dies also insbesondere,
wie lange man warten muss, bis sich wieder alle Molekiile in der linken Hélfte befinden,
wenn man mit diesen Zustand startet.

5 Das Ising Modell

5.1 Definition des Modells

Das Ising-Modell beschreibt einen Ferromagneten. Es wurde in den 1920er Jahren von
Wilhelm Lenz vorgeschlagen und von seinem Studenten Ernst Ising untersucht. Es ist das
bekannteste und best-untersuchte Modell der statistischen Mechanik. Es ist relevant, weil
es in zwei und mehr Dimensionen einen Phaseniibergang aufweist. Was das genau heisst,
werden wir hier erklédren. Ising selber hat in seiner Dissertation 1924 ein Argument gegen
die Existenz von Phaseniibergang gegeben, das aber nicht korrekt ist. Peierls hat dann
1936 die richtige Idee gehabt, allerdings war seine Darstellung auch nicht mathematisch
korrekt. Dies wurde dann erst 1964 von Griffiths geleistet.

Wir beschreiben ein magnetisches Material als eine Anordnung von Elementarmagneten
auf dem Gitter L, = {-—n,—n +1,...n}? deren Spin auf- oder abwirts zeigen kann. Fiir
d > 1 benutzen wir die Bezeichnung i = (i1,...,44) fiir ein Element von L,,. Die Menge
der moglichen Spinkonfigurationen ist also

Q= {-1,+1}" = {w = (wy;i € Ly);w; = +1}.

Wegen der Interaktion zwischen benachbarten Elementarmagneten ist es energetisch vor-
teilhaft, wenn alle Spins in die gleiche Richtung zeigen, aber dies wird durch die thermo-
dynaischen Fluktuationen gestort. Die Anordnung der Spins ist daher zufillig, und die
Wahrscheinlichkeit fiir eine Konfiguration w ist gegeben durch

1
pn,g(w)ZEexp B Z wiwj | ocexp | B Z Wil;

[[i=jll=1 |[i-jl[=1

Dabei ist f = 1/T der Kehrwert der absoluten Temperatur 7', Z ist die Normierungskon-

stante
Z =Zpg= Z exp | B Z wiwj | »

wey, Ili—j||=1
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und das Proportionalitdtszeichen oc driickt aus, dass die beiden Ausdriicke sich nur um
eine Konstante unterscheiden. Zwei benachbarte gleichgerichtete Spins erhohen also die
Wahrscheinlichkeit um einen Faktor e”, benachbarte entgegengesetzte Spins reduzieren
sie um den Faktor e~?. Wir bezeichnen die Anzahl benachbarter gleicher Spins von w mit
Ny(w) und die Anzahl benachbarter entgegengesetzter Spins mit Ny, (w). Da die Gesamtzahl
benachbarter Spins konstant ist (gleich d - 2n - (2n 4 1)?~1), ist daher

Pn,p(w) o< exp(—28Ny(w)).

Insbesondere ist p,, g(w) = ppp(—w) fiir alle w und damit P, g({w; = 1}) = 3 fiir alle i.

Wir koénnen nun untersuchen, wie sich die Wahrscheinlichkeiten dndern, wenn wir die
Spins am Rand 0L, = {i € Ly;|i;| = n fiir ein j} von L,, gleich ausrichten, also nur
noch Konfigurationen betrachten, wo fiir alle i € 0L, w; = +1, bzw. w; = —1, ist. Wir
bezeichnen die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten mit IP):; 3 und ]P’; 3 Fiir jede Teilmenge
A C Q, ist also
P, g(AN{w;w; = +1Vie dL})

P, g({w;w; = +1 Vie OL})

Es ist unmittelbar plausibel (und nicht schwierig zu beweisen), dass dann fiir jedes n und
jedes

P, 5(4) =

Py (o =1)) > 5 > P y(fwn = 1)),

Weniger klar, aber interessant ist es zu untersuchen, ob der Effekt der Randbedingung
bei festem B verschwindet, wenn n gegen unendlich geht, oder nicht. Es gilt das folgende
Resultat.

Satz 8 Fiir d = 1 konvergiert P:{ﬂ({wo = 1}) gegen % fiir n — oo und B beliebig, aber
fest. Fiir d > 2 existiert ein [y € (0,00) so dass

(B < Bo),
(B> Bo).

ligl]PiB({wg =1}) =

N =N =

1imigf19>;5({w0 =1} >

Man sagt, dass fiir d > 2 bei der Temperatur 1/8y ein Phaseniibergang auftritt: Das
Verhalten des Systems dndert sich sprunghaft. Fiir tiefe Temperaturen hat die lokale In-
teraktion globale Auswirkungen. Fiir d = 2 lédsst sich auch By berechnen. Man erhilt
Bo = log(1 + v/2) = 0.8814.

5.2 Beweis im eindimensionalen Fall

Es ist leicht zu sehen, dass fiir d = 1 das Ising-Modell eine Markovkette auf der Menge
{+1, -1} ist mit Ubergangsmatrix

1 B e B
II=—-
e e b < e P e >

und Startverteilung (%, %) Es gilt ndmlich

n 2n 1
€xp (5 Z Wi‘«%’—l) =2 (66 + e_ﬁ) in(w—mw—n—o—l) : "H(wn—l,wn)-

i=—n+1
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Also folgt
P, s({w—n =wo =w, =1}) TI"(1, 1)2

P, s({wo =1}) =

Pog({w_p =w, =1})  II27(1,1)
Wegen Satz 6 konvergiert aber II"(1,1) gegen %, denn die stationére Verteilung ist gleich
(3:3)- O

5.3 Beweis in zwei Dimensionen

Wir beweisen ein Teilresultat, ndmlich dass fiir jedes 0 < ¢ < % ein [y exisitert, so dass fiir
alle B > fp und fiir alle n ]P’;: B({wg = —1}) < ¢. Dazu benutzen wir den Begriff der Kontu-
ren: Wir betrachten das duale Gitter mit Ecken in den Punkten (i1 4 %, toE %) und Kanten
zwischen néchsten Nachbarn. Fiir ein gegebenes w € €2, nennen wir diejenigen Kanten ak-
tiv, welche zwischen zwei verschiedenen Spins liegen. Wenn sich vier aktive Kanten an
einer Ecke treffen, runden wir die Ecken so ab, dass die beiden Elementarmagneten mit
Spin —1 nicht separiert werden. Wenn am Rand alle Spins gleich 41 sind, dann bilden die
aktiven Kanten geschlossene Konturen C', welche Regionen mit Spin —1 begrenzen. Die
Menge aller Konturen in L,,, welche den Ursprung umschliessen, bezeichnen wir mit C, und

fiir jedes w mit wy = —1 sei I'(w) diejenige Kontur in C, welche den Ursprung umschliesst.
Dann gilt
Prswo=-1D=2> >  pisw)
CeCwil'(w)=C

Der Beweis besteht nun aus 2 Abschitzungen. Wir bezeichnen die Lénge einer Kontur C
mit L(C'). Dann werden wir zeigen, dass

I(w) =C = p,; 4(w) < exp(—28L(C))

und dass die Anzahl Konturen C' € C mit L(C) = ¢ kleiner oder gleich %34 ist. Dies
impliziert dann

B (o = —11) < 3 ¢ exp((log 3 — 26)).
(=4

Diese letzte Summe ist offensichtlich beliebig klein, wenn 8 geniigend gross ist.

Die Behauptung iiber die Anzahl Konturen C' € C mit L(C) = ¢ wird wie folgt begriindet:
Es gibt min(¢/2,n) Mdoglichkeiten fiir den Schnittpunkt der Kontur mit der positiven x-
Achse, und an jeder der ¢ Ecken von C gibt es maximal 3 Moglichkeiten, die Kontur
fortzusetzen.

Es bleibt noch p;" 5(w) abzuschétzen, wenn wp = —1 und I'(w) = C. Fiir ein solches w sei
@ die Konfiguration, welche innerhalb von C' iiberall gleich +1 ist und ausserhalb von C
mit w tibereinstimmt. Dann gilt

() = exp(—28N,(w) exp(—28N,(
Prgl) = S (2B Nu(w)) ~ exp(—2BNu(

(S

)
)

= exp(—2BL(C)).

€l
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5.4 Simulation des Ising Modells

Um das Phénomen des Phaseniibergangs zu illustrieren, méchte man gerne mit Hilfe des
Computers Spinkonfigurationen geméss den Wahrscheinlichkeiten des Ising-Modells aus-
wéhlen (simulieren). Wir nehmen dabei an, dass wir gleichverteilte Zahlen in [0, 1] simu-
lieren kénnen. Weil die Menge aller Spinkonfigurationen riesig ist, ist das eine schwierige
Aufgabe, fiir die es keine einfache Losung gibt. Man gibt sich daher zufrieden mit einer
Ubergangsmatrix IT auf der Menge aller Spinkonfigurationen, welche das Ising-Modell als
stationdre Verteilung hat und welche einfach genug ist, so dass man fiir jede vorgegebe-
ne Konfiguration w eine neue Konfiguration w’ geméiss den Wahrscheinlichkeiten IT(w, w’)
auswéihlen kann. Dann beginnt man mit einer beliebigen Konfiguration wy und wéhlt dann
iterativ fir t = 1,2,...,T eine Konfiguration w; geméss II(w;—1,.). Wenn T' gross genug
ist, dann folgt wegen Satz 6

P({wr = w}) = ppp(w).

Die einfachste Wahl von II hat die Eigenschaft, dass II(w,w’) meistens gleich Null ist:

1 exp(Bwi 3711 j|=15) SN L
H(w,w') — { (2n+1)4 exp(B 35— =1 @i)Texp(—=B X i—j)|=1 @) Ji Wy = W vj#1i

0 sonst

Dieser Ubergang bedeutet, dass man zufillig einen Elementarmagneten wihlt und gegeben
die benachbarten Spins dessen Spin neu wahlt, so wie es das Ising Modell vorschreibt. Es
lésst sich leicht nachpriifen, dass das Ising Modell reversibel und damit stationér fiir diesen
Ubergang ist. Ferner ist der Ubergang irreduzibel und aperiodisch.

Die Idee, Werte gemiiss einer komplizierten Verteilung v auf einem grossen Raum 2 zu
wéahlen, indem man eine einfache Markovkette konstruiert, welche dieses v als stationére
Verteilung hat, hat sich fiir sehr viele Probleme als niitzlich erwiesen. Diese Methode trigt
den Namen Markovketten Mone Carlo (in der englischen Abkiirzung MCMC).
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