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Kapitel 1

Einfiihrung

Die folgenden Beispiele zeigen einige typische Fragestellungen der rdumlichen Statistik und
der Bildanalyse:

Cadmiumgehalt im Oberboden (aus einer unpublizierten Arbeit von Andreas Pa-
pritz, Institut fuer terrestrische Okologie, ETHZ). Das Ziel ist die Interpolation des
Cadmiumgehalts im Oberboden aus einem Netz von Beobachtungspunkten. Man
will den Cadmiumgehalt (mit Genauigkeitsangabe) an einer Stelle vorhersagen, wo
keine Messung gemacht wurde.

Methoden: Geostatistik, Kriging.

R#aumliche Verteilung von Krankheiten (siehe z.B. Besag, York und Mollié, Ann.
Inst. Statist. Math. 43, 1991, 1-59). Das Ziel ist, den Einfluss von erklidrenden Va-
riablen zu untersuchen. Dazu betrachtet man auch die rdumliche Korrelation der
Residuen, was Hinweise auf im Modell nicht erfasste Variable liefern kann.
Methoden: Bayes- Verfahren, Markov-Felder.

Feldversuche (siehe z.B. Besag und Higdon, J. Royal Statist. Soc. B 61, 1999, 691-746).
Mit Hilfe der rdumlichen Korrelation der Residuen wird versucht, die Bodenbeschaf-

fenheit (latente Variable) aus den Daten zu schétzen.
Methoden: Bayes-Verfahren, Markov-Felder.

Satellitenbilder (low level vision) (siehe z.B. Geman und Geman, IEEE Trans. Pat-
tern Anal. Machine Intell. 6, 1984, 721-741). Das Ziel ist, die “Verschmierung” (“blur-
ring”) riickgéingig zu machen. Das Rauschen im Bild soll allerdings unter Beibehal-
tung der wesentlichen Strukturen (Kanten, etc.) entfernt werden.

Methoden: Bayes- Verfahren, Wavelets.

Objekterkennung (high level vision) (siehe z.B. Fleuret und Geman, Intern. J. Com-
puter Vision 41, 2001, 85-107). Das Ziel ist, in Bildern vorgéngig definierte Objekte
zu erkennen. Man beniitzt die Stochastik zur Formalisierung von Mehrdeutigkeit auf
lokalem Niveau.

Methoden: Klassifikation, Feature-Extrahierung.

Standorte von Bidumen (siehe z.B. Ogata und Tanemura, J. Royal Statist. Soc. B 46,
1984, 496-518). Das Ziel ist, zu untersuchen ob die Biume regelmissig, bzw. zufillig
oder geclustert wachsen.

Methoden: (markierte) Punktmuster.
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Oberflichen, Texturen, 3-dimensionale Strukturen (siehe z.B. Ohser und Miick-
lich, Statistical Analysis of Microstructures in Materials Science, Wiley, 2000). Das
Ziel ist die Beschreibung, Klassifizierung und Simulation 3-dimensionaler Eigenschaf-
ten aus 2-dimensionalen Schnitten.
Methoden: Stochastische Geometrie, Markoufelder.



Kapitel 2

Gauss’sche Modelle, (Geostatistik

2.1 Begriffe und Grundlagen

Wir betrachten hier Modelle, wo man potentiell an jedem beliebigen Punkt im R? eine
Messgrosse hat. Dazu fiihren wir den Begriff des Zufallsfeldes ein. Danach werden wichtige
Spezialfille von Zufallsfeldern definiert und diskutiert.

Definition 2.1 Fin Zufallsfeld ist eine Kollektion von Zufallsvariablen (Z(ac);x € Rd)
auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).

Ein Zufallsfeld ist also eine Abbildung Z : R? x Q — R, (z,w) — Z(z,w). Fiir festes x ist
Z(x,.) eine Zufallsvariable, und fiir festes w ist Z(.,w) eine Funktion von R? nach R. Im
Fall d = 1 wird x meist als Zeit aufgefasst, und man spricht dann von einem Zufallsprozess.

Mathematisch ist die Konstruktion eines Zufallsfelds, d.h. die Konstruktion eines Wahr-
scheinlichkeitsraums (2, F, P) und der zugehorigen Abbildung Z eine anspruchsvolle Auf-
gabe. Wir gehen in dieser Vorlesung aber nicht nidher darauf ein. Alles, was wir verwen-
den werden, sind die endlich-dimensionalen Verteilungen, d.h. die Wahrscheinlichkeiten
P[Z(z1) <a1,...Z(xn) < ap) fir n € Nund z; € RA.

Am einfachsten sind die Gauss’schen Zufallsfelder:

Definition 2.2 FEin Zufallsfeld heisst Gauss’sch, falls alle endlich-dimensionalen Vertei-
lungen Gauss’sch sind.

Ein Gauss’sches Zufallsfeld ist festgelegt durch den Erwartungswert m(x) = E [Z(x)] und
die Kovarianz C(z,z") = Cov (Z(x), Z(2')).

Im Unterschied zur Statistik von i.i.d. Modellen beobachten wir in der rdumlichen Statistik
meist nur eine einzige Realisierung z von Z an endlich vielen Punkten z1,...,z,. Ohne
zusaetzliche Annahmen ist es daher nicht moglich, Riickschliisse auf die zu Grunde liegende
Verteilung zu ziehen. Die einfachste solche Annahme ist die Stationaritéit. Dies bedeutet,
dass sich die endlich-dimensionalen Verteilungen nicht &ndern, wenn man alle Messpunkte
um den gleichen Vektor verschiebt: (Z(x1),...,Z(xy,)) und (Z(z1+h),..., Z(xy+h)) sind
identisch verteilt fiir alle n und alle x;. Weil im Gauss’schen Fall alle endlich-dimensionalen
Verteilungen durch Erwartungswert und Kovarianz bestimmt sind, vereinfacht sich diese
Bedingung.
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Definition 2.3 Fin Gauss’sches Zufallsfeld heisst stationdr, falls der Erwartungswert
konstant ist, d.h. m(z) = m, und falls die Kovarianz invariant unter Verschiebungen
ist, C(x 4+ h,2’ + h) = C(x,2’). In diesem Fall gilt C(x,2') = C(x — ') und C(-) heisst
Autokovarianzfunktion.

Wenn das Zufallsfeld nicht Gauss’sch ist, dann heisst die Invarianz der ersten beiden Mo-
mente schwache Stationaritét, wihrend die Verschiebungsinvarianz der endlich-dimensionalen
Verteilungen als strikte Stationaritit bezeichnet wird.

Die folgende Eigenschaft ist schwécher als die Stationaritét.

Definition 2.4 FEin Gauss’sches Zufallsfeld heisst intrinsisch, falls der Erwartungswert
konstant ist, d.h. m(z) = m, und falls § Var(Z(z) — Z(')) nur vom Abstand z — z’
abhingt. In diesem Fall nennen wir y(h) = 3 Var (Z(xz + h) — Z(z)) das Semivariogramm.

Bei einem Gauss’schen intrinsischen Zufallsfeld haben also Z(z) — Z(2') und Z(z + h) —
Z(x' + h) die gleiche Verteilung. Die Verteilung von Zuwéchsen éndert sich nicht bei
Verschiebungen.

Wie die folgende Rechnung zeigt, folgt aus der Eigenschaft “stationir” die Eigenschaft
“intrinsich”:
Var (Z(z+ h) — Z(x)) = Var(Z(z+h))+ Var(Z(x)) —2Cov (Z(z), Z(x + h))
= C(0)+C(0)—2C(h) = 2(C(0) — C(h)).
Im stationdren Fall ist also insbesondere v(h) = C(0) — C(h).

Umgekehrt folgt aber aus der Eigenschaft “intrinsisch” nicht die Eigenschaft “stationér”.

Wir betrachten als Gegenbeispiel den Fall, wo d = 1 ist und Z(x) gleich der Brown’schen
Bewegung ist. In diesem Fall ist E [Z(x)] = 0, aber Var (Z(z)) = |z|, und damit ist Z nicht
stationér. Aus der Eigenschaft der unabhiingigen Zuwéchse folgt jedoch Var (Z(z + h) — Z(z)) =
|h|, und damit ist Z intrinsisch. Bei Zeitreihen entspricht “intrinsisch” der Eigenschaft, dass

die ersten Differenzen stationér sind.

Das néchste einfache Lemma wird im Folgenden eine wichtige Rolle spielen

Lemma 2.1  a) Falls Z(x) stationdr ist, dann gilt:

Cov | Y BiZ(x;), Y BZ(xj) | = Y BiBClax — ;). (2.1)
j=1 j=1 k=1
b) Falls Z(x) intrinsisch ist, dann gilt:
Cov [ S0 Z), SN Z(w5) | = = S AN ek — ) (2.2
=1 i=1 7k
fiir alle n, fir alle xy,...,z, und fir alle Aj, \; mit 35 A; =37\, = 0.

Beweis:

a) Rechenregel fiir die Kovarianz.
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b) Wir beniitzen

S NZ(xg) = D Ni(Z(wg) — Z(x1))
j=1

J=1

(und analog fiir die zweite Linearkombination). Daraus folgt
Cov (Z NZ(@), Y A;-Z(acj)) = S NN Cov (Z(x) — Z(w1), Z(xy,) — Z(a1))
g,k

Mit Hilfe von

Z(xj) — Z(xy) = Z(x5) — Z(31) + Z(21) — Z (1)
erhalten wir
2v(xj —xp) = 29(w; — 1) + 2v(ap — 21) — 2Cov (Z(x;) — Z(21), Z(2k) — Z(21))
und somit
Cov (3 NZ(w)), Y NZ(y) = DAy = o) 9o = 1) = 1o =)

= g+ 0= My — ;).
J#k
]

Neben der Invarianz unter Verschiebungen kann man auch noch Invarianz unter Drehungen
betrachten.

Definition 2.5 Ein intrinsisches Gauss’sches Zufallsfeld heisst isotrop, falls y(h) = ~v(||h||).

2.2 Nichtparametrische Schitzung der ersten beiden Mo-
mente

Das Ziel in diesem Abschnitt ist die Schitzung des Erwartungswerts m und der Autokova-
rianzfunktion C(-) bzw. des Semivariogramms v(-) aus Beobachtungen (z(z1),...,2(xy)).
Zur Vereinfachung der Notation setzen wir ausserdem meist noch die Isotropie des zu
Grunde liegenden Zufallsfelds voraus. Einfach und naheliegend sind nichtparametrische
Schétzungen fiir m, C(-) und ~(-).

1) Fiir den Erwartungswert wird “klassisch” gemittelt, d.h. m = 2 3% | Z(x;).

2) Fiir das Semivariogramm bestimmt man das Mittel iiber Paare mit ungefiihr gleichen
Absténden, d.h. J(||[|) = Mittel von 1(Z(z;) — Z(z;))? iiber alle Paare i, fiir die
|z; — x;]| = h.

Zur praktischen Durchfithrung werden meist Klassen von Paaren gebildet, die Beobach-
tungen mit &hnlichen Absténden enthalten (analog zu einem Histogramm). Dann wird fiir



6 KAPITEL 2. GAUSS’SCHE MODELLE, GEOSTATISTIK

jede Klasse das (gewohnliche) Mittel gebildet. Stattdessen kann man aber auch mit einem
Kernschitzer eine Gléattung durchfiihren:

5 i (Z(xi) = Z(25))? - K(|lzi — 5]l = ||2]])
> K(lzi = 2| = [[n])

Ein Nachteil dieses Vorgehens ist die grosse Variabilitét der nichtparametrischen Schét-
zungen. Ein weiterer Nachteil ist, dass die so geschétzten Grossen fiir C(-) und ~(-) oft
gar nicht einem moglichen Modell entsprechen. Geméss Lemma 2.1 muss ndmlich jede
Kovarianzfunktion positiv definit sein, d.h.

A(h) =

Z B;iBkC(xy — ;) >0

Jk=1

muss gelten fiir n = 1,2,... x; € R? und Bj € R. Ebenso muss jedes Semivariogramm
bedingt negativ definit sein, d.h.

Z )\j)\k"}/((]}k — mj) S 0

J#k
firn=2,3,...,x; € R? und Aj € R mit Y A; = 0. Fiir nichtparametrische Schitzungen
ist dies oft nicht der Fall.

Um den Nachteilen der nichtparametrischen Schitzungen aus dem Weg zu gehen, passt
man parametrische Modelle an mit Kovarianzfunktionen, von denen man weiss, dass sie
positiv definit sind. Eine Liste solcher Modelle folgt im néchsten Abschnitt.

2.3 Parametrische Modelle fiir Kovarianz und Variogramm

Hier folgt zuerst ein Uberblick iiber die wichtigsten parametrischen Modelle:

“Weisses Rauschen”, “Nugget-Modell” In diesem Modell wird vorausgesetzt, dass
die Werte an verschiedenen Stellen unabhéingig sind. Damit erhalten wir die Au-

tokovarianzfunktion
g%, fallsh=0

Ch) = { 0, falls h#0 (2:3)

“Allgemeines exponentielles Modell”

C(h) = 0% -exp (— (‘ZH> V) (2.4)

wobei 0 < v < 2 sein muss, damit C(-) die im Lemma 1.1 bewiesenen Eigenschaften
einer Autokovarianzfunktion erfiillt. Am haufigsten verwendet werden die Parame-
ter v = 1 bzw. v = 2, die unter der Bezeichnung “exponentielles Modell” bzw.
“Gauss’sches Modell” bekannt sind.

“Sphirisches Modell”

[B(0,1) 0 B(h/p,1)]
|B(0,1)]

wo B(x,r) die Sphire mit Zentrum x und Radius r in R? ist, und || fiir das Volumen

(bzw. die Fldche) dieser Sphére steht.

C(h) =o?- (2.5)
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“Matérn-Modell”

C(h) = o T 11F( ) (2f”h”> <2f’hH> (2.6)

wo K, (-) die Besselfunktion und T'(-) die Gammafunktion ist.

“Potenz-Modell”
v(h) = o - |[n|” (2.7)

mit 0 < v < 2. Fiir v = 1 und d = 1 entspricht dieses Modell gerade der Brown’schen
Bewegung.

Die unbekannten Parameter sind 02, p und v. Dabei dient 0% zur Skalierung von Z (Z —
const-Z), p dient zur Skalierung der Distanz (x — const-x), und v ist ein Formparameter,
der die Glattheit von C' bzw. v bei 0 regelt. Weil v(h) = E [(Z(x + h) — Z(z))?] /2 und
~v(0) = 0, steht das in direkter Beziechung mit der Glattheit des Zufallsfelds.

Insbesondere ist Z(x) stetig im quadratischen Mittel, d.h. Z(z') — Z(x) in Lo fiir 2/ — =z,
genau dann wenn (-) bzw. C(-) im Nullpunkt stetig sind. Beim Nugget-Modell ist also Z
nicht stetig im quadratischen Mittel. Konvergenz in Ls ist schwécher als fast sichere Kon-
vergenz, d.h. aus Stetigkeit im quadratischen Mittel folgt nicht, dass fast alle Realisationen
Z(.,w) stetig sind.

Das folgende Lemma zeigt den Zusammenhang zwischen der Differenzierbarkeit von Z und

Differenzierbarkeit von +.

Lemma 2.2 Fin intrinsisches Zufallsfeld Z ist differenzierbar im quadratischen Mittel,
d.h. die Richtungsableitung in eine beliebige Richtung h existiert in Lo, genau dann wenn
~v(-) 2-mal stetig differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

Cov(D,Z(z'), Dy Z(x)) = D*y(x — x').

Beweis: Falls (Z(x+th) — Z(z))/t in Ly konvergiert, dann konvergiert insbesondere das
zweite Moment gegen das zweite Moment der Richtungsableitung. Also konvergiert

E

(Z(a: +th) — Z(m)>2] _ 2(th).

t 12

Damit ist die zweimalige Differenzierbarkeit bei Null zumindest plausibel. Fiir einen ex-
akten Beweis und fiir die zweimalige Differenzierbarkeit an andern Stellen, braucht man
die Spektraldarstellung. Wir verzichten darauf.

Fiir die Umkehrung der Behauptung zeigt man, dass t — w

in Ly ist, d.h zu jedem € > 0 existiert ein ¢, so dass

eine Cauchyfolge

E

t S

_ 27t(2th) N QWSh) _,0(th) +7(Shzs— WE=s)h) |

(Z(x +th)— Z(z) Z(x + sh) — Z(x)>2]
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fiir alle ¢, s mit |t|, |s| < . Die beiden ersten Terme konvergieren je gegen h’ D2~(0)h. Fiir
den dritten Term setzen wir f(t,s) = v(th) —y((t —s)h), f1 = 0f /0t und f12 = 9% f /0tOs.
Weil fi1(¢,0) = 0, folgt dann mit dem Zwischenwertsatz dass

f(tv 3) - f(ov S) _ fl(gltv 8)
ts N S

= f12(01t, 625).

Weil 7y zweimal stetig differenzierbar ist, konvergiert f12(61t,025) gegen f12(0,0) = h” D2~(0)h.
Die Formel fiir die Kovarianz der partiellen Ableitungen D,Z folgt mit einer einfachen
Rechnung. O

2.3.1 Schitzung der Parameter

Die unbekannten Parameter sind m sowie § = (02, p,v). Zur Schitzung dieser Parameter
gibt es mindestens zwei mogliche Verfahren

1) Anpassung iiber die nichtparametrisch geschétzte Autokovarianzfunktion C (+), bzw.
iiber das Semivariogramm 7(-). Dies macht man entweder “von Auge” oder dann
aber mit “kleinsten Quadraten”:

k
~ 2
> w; - (Clhy) = Colhy)
j=1
wird beziiglich 6 minimiert. Die w; sind Gewichte, z.B. die Anzahl Paare, die bei der
Berechnung von C'(h;) verwendet werden.

2) Maximum-Likelihood. Weil wir ein Gauss’sches Zufallsfeld angenommen haben, ist
die Likelihood basierend auf den Beobachtungen z = (z(z1),...,2(x,))T gegeben
durch

2log L(p, 0) = —log det(Cn(0)) — (z — p1)" Cp(0) ™' (z — p1).

Dabei ist 1 = (1,...,1)T und C,(0);; = 5C(z; — x;). Die Berechnung und Ma-
ximierung der Likelihood-Funktion ist meist aufwéndig. Fiir gegebenes (p,v) kann
man die Maximierung beziiglich 1 und o2 geschlossen durchfiihren. Setzt man das
Ergebnis ein, so erhélt man die sogenannte Profil-Likelihood, welche dann nur noch
von zwei Parametern abhéngt.
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2.4 Kriging

Wir beobachten
Z .= (Z(x1)7 Z(ﬂjQ)a ) Z(xn))T

und wir wollen Z(x() schitzen. Neben einer Punktvorhersage Z (xop) mochte man mindes-

~ 1/2
tens noch einen Vorhersagefehler E {(Z(a:o) - Z(xo))ﬂ angeben. Fiir eine vollstdndige

Beschreibung der Unsicherheit braucht man sogar die bedingte Verteilung von Z(z¢) ge-
geben Z.

2.4.1 Einfaches (simple) Kriging
Wir betrachten zunéchst die lineare Vorhersage
Z(xo) =a+8"Z
und wir wollen « und 3 so bestimmen, dass
E [(Z(x0) - Z(20))?]

minimal wird. Das Feld muss weder Gauss’sch, noch stationér oder intrinsisch sein.

Die Losung lautet (vergleiche Vorlesung Lineare Regression)

By = Cﬁlcn

ag = m(xg) — (m(x1),...m(zy))Bo

Cn = (Cov (Z(xi))Z(ﬁj))hgi,jgn
¢, = (Cov(Z(zo), Z(xi)))lgign
Es folgt also

~

Z(w0) = E[Z(20)] + B (Z ~ E[Z])

und der Vorhersagefehler ist

E [(Z(mo) - 2@;0))2] = Var (Z(zo)) — L O e,

Lemma 2.3 Bei einem Gauss’schen Zufallsfeld minimiert die optimale lineare Prognose

Z(x0) den mittleren quadratischen Prognosefehler unter allen (auch nichtlinearen) Vor-
hersagen und

Z(wo) | Z~ N (Z(20). B | (Z(w0) - Z(20))?) ).

Beweis: Fiir die bedingte Dichte von Z(zg) gegeben Z gilt:

p(2(70), 2)

S e pl(ao).2)

p(2(xo) | 2) =

Die Proportionalitit bedeutet “bis auf einen Faktor, der von z, aber nicht von z(x() abhén-
gen darf”. Diesen Faktor erhéilt man dann aus der Normierung [ p(z(z¢) | z)dz(zo) = 1.
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Die gemeinsame Dichte p(z(x¢), z) ist eine (n+ 1)—dimensionale Normalverteilungsdichte.
Mit quadratischem Ergénzen kann man diese auf die Form bringen

p(z(z0),2) = consty - exp (—consty - z(x0)? + constsz(zp)),
wobei const; und consts von z abhingen. Daraus ist ersichtlich, dass Z(zg) gegeben Z

normalverteilt ist.

Mit dem gleichen Argument sieht man ferner, dass der Erwartungswert dieser bedingten
Verteilung linear ist in z und dass deren Varianz nicht von z abhéngt. Der Rest des Lemmas
folgt nun aus dem allgemeinen Resultat, dass die beste (nichtlineare) Vorhersage gegeben
ist durch E [Z(x0)|Z]. O

Die Schwierigkeit bei der Anwendung dieser Resultate ist, dass m(z;) und C(z;, z;) unbe-
kannt sind. Der einfachste Ausweg ist, diese Grossen unter der Annahme von Stationaritét
zu schitzen und die erhaltenen Schiitzungen in die obigen Formeln einzusetzen. Unbefrie-
digend dabei ist, dass der Effekt des Schétzfehlers so ignoriert wird.

2.4.2 Gewdhnliches (ordinary) Kriging

Wir setzen jetzt voraus, dass der Erwartungswert von Z konstant ist, d.h. m(z) = m und
betrachten lineare Vorhersagen der Form

Z(xo) =ATZ  mit doa=AT1=1

Durch die zusétzliche Bedingung an die Koeffizienten nimmt der Vorhersagefehler natiirlich
zu. Die folgenden Uberlegungen zeigen, dass diese Zusatzbedingung trotzdem verniinftig
ist:

e Zur Bestimmung des optimalen A braucht man m nicht.
e Wenn man m erwartungstreu und linear schétzt und beim simple Kriging einsetzt,

hat Z(zo) diese Form: Sei i = w’'Z mit E [] = m. Dies ist dquivalent zu w’1 = 1.
Einsetzen ergibt

Z(zo) =+ BY(Z —m1) = (1 - AI1)WTZ + BTZ = ATZ

mit
A= (1-p8M1)w+ 83,
Dieses X erfiillt AT1 = 1.

Zur Bestimmung der optimalen Koeffizienten A berechnen wir fiir ein intrinsisches Feld

E |(Z(w0) = Z(@0))?| = B[(Z(x0) — A"Z)?] = Var (Z(xo) - AT2)
= — Z )\Z')\j’y(l‘i — ."L‘j) + 2 Z )\{7(1} — SL‘Q)
i#] i

(die letzte Gleichung folgt aus Lemma 2.1.) Der Vorhersagefehler hingt also nur vom
Semivariogramm ab, welches man ohne Kenntnis von m schéitzen kann.
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Die Optimierung dieses Ausdrucks mit Nebenbedingung A71 = 1 fiihrt auf ein linea-
res Gleichungssystem. Die konkrete Form dieses Gleichungssystems ist fiir uns nicht von
grosser Bedeutung, da wir sowieso Programmpakete benutzen werden.

Man kann ferner zeigen, dass man die Losung des gewthnlichen Krigings bekommt, wenn
man einfaches Kriging benutzt und fiir m den besten linearen erwartungstreuen Schétzer
. 1Tc 'z

m = T oAa—1a
17C, 1

einsetzt.

2.4.3 Bayes’sches Kriging

In der Bayes’schen Statistik betrachtet man die unbekannten Parameter (m, o2, p, v/) eben-
falls als zufillig mit einer sogenannten a priori Dichte. Die Dichte der Beobachtungen Z
wird dann als bedingte Dichte gegeben die Parameter interpretiert, und man berechnet
mit Hilfe der Bayes-Formel die a posteriori Dichte, das heisst die Dichte von (m, o2, p, V)
gegeben die Beobachtungen:

p(z | m,o°, p,v)p(m,o°, p,v)
p(z)
Proportionalitiit bedeutet “bis auf einen Faktor, der von z, aber nicht von m, o2, p, v ab-

hingt”. Diesen Faktor kann man dann durch Integration iiber m, o2, p, v bestimmen.

p((m,0® p,v) | z) = o p(z | m, 0, p,v)p(m, %, p,v).

Als a priori Dichte wihlt man etwas, was wenn moglich die Rechnungen vereinfacht und
moglichst “nicht informativ” ist, also Dichten mit einer grossen Streuung. Meist nimmt
man an, dass m, o2, p,v a priori unabhingig sind. Fiir m und log(c?) verwendet man
héufig die “Gleichverteilung”, obwohl das natiirlich keine Wahrscheinlichkeitsdichten sind.
In einem gewissen Sinn sind das die am wenigsten informativen Dichten, wir gehen jedoch
nicht ndher darauf ein. Eine mogliche Wahl fiir die Dichten von p und v ist

()= g V)= g
= y V) = s
PO=asp P 1+v)?
da dies wegen der Langschwénzigkeit nicht sehr informativ ist. Als a posteriori Dichte
erhélt man dann

v 1 _
p((m, 0%, p,v)|z) (02)"/2(§éf()gi()p, PEE exp (_W(Z —m1)TC Nz~ ml)) .

Die a posteriori Dichte gibt einem einmal eine Angabe, welche Parameterwerte im Lichte
der Daten plausibel sind. Man ist also insbesondere an den Randdichten interessiert, weil
man diese grafisch darstellen kann. Durch Ausintegrieren von m und o? erhélt man die
gemeinsame Dichte von p und v. Die Dichte von p, bzw. v allein muss dann numerisch
berechnet werden.

Die a posteriori Dichte spielt auch eine wichtige Rolle bei der Vorhersage fiir Z(z(). Geméss
dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit gilt

petanlle) = [ pleten)lzm, o p.v) p(m,o% p.v]z) dm do® dp dv
Normalverteilungsdichte

Statt geschéitzte Parameter einzusetzen, wird in der Bayes’schen Statistik also gemittelt
gemadss der a posteriori Verteilung.
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2.5 Weitere Themen und Resultate

Wir geben hier noch einen stichwortartigen Uberblick iiber weitere Themen und Resultate:

e Nugget-Effekt: falls vorhanden, dann Z (zo) - Z(z;) falls g — x;. Man macht dann
also eine echte Glattung.

e Lineares Modell fiir m(z):
p
m(z) =m+ Y a;f()
j=1

Analoge Uberlegungen wie vorher. Man kann lineare Vorhersagen betrachten, fiir die
man die Koeffizienten o nicht braucht (universelles Kriging).

o Intrinsische Modelle héherer Ordnung. Statt fiir die Differenzen Z(z+h) — Z(x) ver-
langt man Verschiebungsinvarianz nur fiir Zuwéchse hcherer Odrnung. Ein Beispiel
einer Differenz zweiter Ordnung ist Z(z + h) + Z(z — h) — 2Z(x).

e Block-Kriging: Vorhersage von [, Z(z)dx durch [, Z(x)dz .
e Nichtlineare Vorhersagen:

— Transformieren (z. Bsp. mit Hilfe der log Funktion) fiihrt auf log-normales Kri-
ging.
— Disjunctive Kriging. Hier betrachtet man Vorhersagen der Form Z(z) = 3~ g;(Z ().

e Anisotropie: Man kann ein anisotropes Variogramm schétzen, indem man die qua-
drierten Differenzen (Z(z;) — Z(z;))? zweidimensional als Funktion von x; — z; gliit-
tet. Aus einem isotropen parametrischen Variogramm kann man mit h — ~y(||4h||)
ein giiltiges anisotropes Modell erhalten (entspricht einer Verzerrung des Raumes).
Eine andere anisotrope Klasse bilden die Produktvariogramme h — H?:l ~i(hi),
wobei die v; beliebige Variogramme fiir d = 1 sind.



Kapitel 3

Markovmodelle auf einem Gitter

Die Spezifikation nicht-Gauss’scher Modelle (Z,;z € R?) mit kontinuierlichem Parameter
x ist schwierig. Einfacher ist es, ein Modell (Z,; z € L) fiir ein grosses, aber endliches Gitter
L C R? zu definieren, zum Beispiel L = {1,2,..., N}?. Dazu geniigt es, die gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsfunktion anzugeben, wenn Z, diskret ist, bzw. die gemeinsame Dichte,
wenn Z, stetig ist. Wir verwenden in beiden Féllen die Bezeichnung Dichte und das Symbol
p(z). Ferner bezeichnen wir den Wertebereich von Z, mit S, und wir nennen jede mdogliche
Realisierung z € S” ein Bild.

3.1 Raumliche Markoveigenschaft

Gesucht sind Modelle mit einfacher Abhéingigkeitsstruktur. Eine naheliegende Idee ist zu
verlangen, dass Z4 := (Zy;2 € A) und Zp := (Z,;x € B) unabhéngig sein sollen, wenn
die Mengen A C L und B C L weit auseinander liegen. Ausgedriickt mit Hilfe der Dichte

p heisst das
[re T de= o) [T de [ o) T dee

z€(AUB)® xEAC xeBe

(Im diskreten Fall hat man eine Summe an Stelle eines Integrals). Es ist jedoch nicht klar,
welche Form p haben muss, damit diese Bedingung erfiillt ist.

Es stellt sich heraus, dass es einfacher ist, die Einfachheit einer Abhéngigkeitsstruktur
iiber die bedingten Verteilungen zu definieren. Zur Erinnerung: Die bedingte Dichte von
Z 4 gegeben Z 4c ist gleich
p(2)
p(za | zac) = .
Jp(2) [aea dz

Da der Nenner nur eine Normierung ist, kann man auch schreiben

p(za | zae) o< p(2),

wobei die Proportionalitéit heisst “bis auf Faktoren, die keine Variablen z, mit x € A
enthalten”. Faktoren, die Variablen z, mit x € A€ enthalten, werden also zur Proportio-
nalitdts”konstanten” genommen.

Wir nennen nun (Z;x € L) ein rdumliches Markovfeld, wenn die bedingte Dichte von Z,
gegeben Z,c := (Z,;2' # x) nur abhingt von den Werten Z,/, wo 2’ nahe bei x ist. Was

13
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“nahe” heissen soll, kann man dabei frei festlegen. Das heisst, wir betrachten eine beliebige
Nachbarschaftsrelation x ~ x/, welche symmetrisch und nicht reflexiv ist: z ~ 2/ < 2/ ~ x
und = ~ x.

Definition 3.1 (Z;;x € L) heisst ein Markov-Feld beziiglich der Nachbarschaftsrelation
~, falls

P(2z | 22¢) = p(2z | Z;C)

fiir alle x € L und fiir alle z,Z mit 2z, = Zy sofern 2’ ~ x.

Dies kann man auch so formulieren, dass die bedingte Dichte von Z, gegeben der Rest
gleich der bedingten Dichte gegeben die Nachbarn sein soll:

(22 | 2e¢) = 0(22 | 202)

wobei 0z = {2’ € L; 2’ ~ z} ist. Dies ist intuitiv klar, fiir einen formalen Beweis integriert
man in

() = p(zs | 22e) / p()dz

auf beiden Seiten tiber z(,ugz)e-

Als erstes, einfaches Beispiel betrachten wir Gauss’sche Markovfelder. Wir konnen die
gemeinsame Dichte schreiben als

1 1
p(z) x exp (—2(2 — )Tz - ,u)) X exp (—22T2_lz + ZTE_IILL>.

Die bedingte Dichte von Z, gegeben der Rest erhalten wir, indem wir alle Terme sammeln,
in denen z, vorkommt:

_ I R _
p(2z|2ze) o exp ((E "Wezz — 5 (B ezl — 2 Z (2 1)m’zx’>

2 !
x'~x
Lig- E e s ez \?
(Y 1 _ '~z
Es handelt sich also wieder um eine Normalverteilungsdichte mit Erwartungswert
1 -1
Mo — 7559y Z (X7 )aar (22 — Har)
(X ew £
z'#x

und Varianz 1/(X71),,. Ein Gauss’sches Feld ist daher genau dann ein Markovfeld, wenn
(E_l)zx’ 7é 0=z~ $,7

d.h. wenn die inverse Kovarianzmatrix X1 diinn besetzt ist.

Bevor wir untersuchen, wie die Dichte eines allgemeinen Markovfelds aussieht, diskutieren
wir noch den Zusammenhang mit der zeitlichen Markoveigenschaft.
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3.1.1 Zeitliche und rdumliche Markoveigenschaft

Wir betrachten L = {1,2,..., N} mit der iiblichen Nachbarschaftsrelation z ~ 2/ <
x — 2’ = £1. Die rdumliche Markoveigenschaft lautet dann

P(Zx ’ 21y Rrx—1yRz+1y--- 7ZN) :p(zz ‘ Zx—lyzaz+1)

(mit einer offensichtlichen Modifikation am Rand).
Wenn z € {1,2,..., N} als Zeit interpretiert wird, ist auch die zeitliche Markoveigenschaft

naheliegend, welche lautet:

p(ze | 2150y 20-1) = D(22 | 22—1).

Unter allen vorangegangenen Werten ist also nur der letzte relevant fiir die Prognose des
momentanen Wertes. Wenn dies gilt, sprechen wir von einem Markovprozess (im Unter-
schied zu einem Markovfeld).

Es ist nicht schwierig zu sehen, dass die rdumliche Markoveigenschaft aus der zeitlichen
folgt:

Lemma 3.1 Ein Markovprozess ist auch ein Markov-Feld beziiglich der Relation x ~ 2’ <
x—a =+1.
Beweis: Aus der allgemeinen Regel

N
a1 eeszn) = [ plea | 210y 20)

n=1
folgt, dass die gemeinsame Dichte eines Markovprozesses gegeben ist durch

N
p(z1,...,28) = p(21) Hp(zgt | Zz—1). (3.1)
=2

Damit erhalten wir gemiéss der Definition der bedingten Dichte

P(2e|2ze) X p((21,. -+, 2N)) o p(2e|22-1)P(2e11]22)

Fiir x =1 und z = N gilt ein analoges Argument. H

Die Umkehrung ist komplizierter. Sie gilt, falls p(z) > 0 fiir alle z, siehe Abschnitt 3.2.3
unten.

3.2 Die Gibbsdarstellung fiir Markovfelder

Wie sieht p(z) aus fiir ein Markov-Feld? Kann man p(z, | z5;) beliebig wéhlen und dann
eine analoge Formel wie (3.1) anwenden? Dies werden wir in diesem Abschnitt untersuchen.
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3.2.1 Der Satz von Hammersley-Clifford

Wenn wir jeweils zwei benachbarte Punkte von L durch eine Kante verbinden, erhalten
wir einen (ungerichteten) Graphen. Um das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren
zu konnen, brauchen wir noch einen Begriff aus der Graphentheorie:

Definition 3.2 C C L heisst Clique falls x € C,2’ € C impliziert x = x’ oder x ~ 2/,
d.h. falls C' ein vollstindiger Teilgraph ist.

Satz 3.1 (Hammersley-Clifford ~ 1970) Wenn p(z) > 0 fiir alle z, dann ist das zuge-
hérige Zufallsfeld ein Markov-Feld genau dann, wenn Funktionen gc : S¢ — Rt existie-
ren, so dass

p(z)= [ 9ctzo)

C Cliquen

Beweis: Der Beweis von “<” geht analog zum Beweis des Lemmas 3.1 oben. Wir haben
insbesondere

Pz | 2e) <[] 90(z0)- (3:2)
CixeC

Fiir den Beweis von “=" fixieren wir ein beliebiges Bild w und definieren fiir A C L

Va(za) = —log(p(zawac))
a(za) = Y (-)ABwg(zp).
BCA

Dabei bedeutet zqw e einfach, dass wir auf A die Komponenten von z und auf dem
Komplement die Komponenten von w nehmen.

Der Ubergang von (¥ 4) zu (®4) heisst die Moebiustransformation. Die Umkehrung dieser
Transformation lautet (siehe z.B. S. Lauritzen, Graphical Models (1966), Lemma A.2):

za)= Y ®p(zp).

BCA
Also gilt
p(z) =exp(—Vr(z)) =exp(— Z dp(zp)) = H 9B(2B)
BCL BCL

mit gB(zB) = exp (_(I)B(ZB))

Es bleibt zu zeigen: Falls B keine Clique ist, dann ist gg = 1, bzw. &5 = 0. Sei also B mit
x€B, 2’ €B,x#a',x =2 Fir AC B\ {z,2'} definieren wir 41 = AUz, Ay = AU’
und Az = AU {z,2'}. Dann gilt

Op(zp) = Y (—1)FAw,(24)

ACB

= Y (B W)~ Ta, (2a,) — Wy (za,) + Py (24,))
ACB\{z,2'}

= Y (pPeg <p(ZA1wA?)p(ZA2wAC)>
ACB\{z.a') p(zawac)p(za,wag)

ACB\{z,x'} p(wm‘ZAwAff) (Zr‘ZAzwAg)
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Jeder Term in der Summe ist gleich Null, weil z ~ z’. O

Finige Bemerkungen und Folgerungen zu diesem wichtigen Satz:

o &y =V, = —log(p(w)) ist eine Konstante. Es folgt:

p(z) x H go(zo).

C Clique, C#()

Die Normierungskonstante ldsst sich aber im Allgemeinen nicht berechnen. Im dis-
kreten Fall hat man eine Summe mit sehr vielen Termen, und im stetigen Fall ein
hochdimensionales Integral.

e Modelle dieser Form heissen Gibbsverteilungen. Sie spielen in der statistischen Me-
chanik eine wichtige Rolle. Dort ist Z, der Spin des Teilchens an der Stelle x. Statt
von einem Bild spricht man dann von einer Konfiguration. Die Gréssen 5 und ¥p
sind dann gleich T~' mal das Potential, bzw. die Energie der Konfiguration zp und
T ist die absolute Temperatur. Es gilt also

1
p(z) x exp (— TEnergie).

Wir nehmen die Temperatur 7" meist als eins an und verwenden auch fiir (®¢) die
Bezeichnung Potential.

e Die Darstellung von p(z) als [[ gc(z¢) ist nicht eindeutig (und damit natiirlich das
Potential (®¢) ebenfalls nicht). Das im Beweis konstruierte Potential hat die Eigen-
schaft ®¢(z¢) = 0 falls z, = w, fiir ein x € C. Mit dieser Zusatzbedingung ist (®¢)
eindeutig.

e Wie bei Markovprozessen lasst sich also die gemeinsame Dichte als ein Produkt von
Faktoren schreiben, die jeweils nur wenige Variablen enthalten. Die Faktoren sind
aber nicht die bedingten Dichten von jeweils einer Variablen gegeben der Rest:

Hp(zm | z@x) ;ﬁp(z),

z€eL

vergleiche (3.2). Links kommt nédmlich go |C|-mal vor, ausserdem treten wegen der
Normierung auch Faktoren g4 auf, wo A keine Clique ist.

e Sei L C R und A C L. Dann gilt die Beziehung

plzalzac) <[] gelz0),
C,CNA£D

d.h. p(za|zaec) hingt nur von denjenigen Werten z, ab, fiir die z zu einer Clique C
mit AN C # () gehort. In andern Worten, es muss ein y € A existieren mit y ~ x.
Wir verwenden dafiir die Notation x € JA, zu interpretieren als: “Alle Punkte, die
zu einem Punkt innerhalb von A benachbart sind”. Damit gilt die mehrpunktige
Markoveigenschaft

p(zalzac) = p(za]zaa).
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3.2.2 Beispiele

Binidre Markovfelder

Als erstes betrachten wir den Fall, wo Z, € {0,1} (“weiss”, bzw. “schwarz”). Weiter wih-
len wir w, = 0 fiir alle = (“alles weiss”) als Bezugskonfiguration und wir betrachten ein
normiertes Potential, d.h. ®¢(z¢) = 0 falls z, = 0 fiir ein  in C. Dann gibt es Konstanten
Jo derart dass

(I)C(Zc) = Jo- H Zx-

Damit ist also

p(z) ox exp <—ZJ(;~ H zx> )
C

zeC
Falls Jo < 0 ist, so besteht eine erhohte Tendenz, dass alle Punkte in C' schwarz sind.

Die bedingten Verteilungen von Z(z) gegeben den Rest sehen dann wie folgt aus

€xp <_ ZC;J}EC JC Hx’EC’,x’;éa: Zx’)

1 + exp (— ZC;JL'EC JC’ Hx/€C’$/7£‘,E Zl‘/)

Pleg = 1] 250] =

Den einfachsten Spezialfall erhalten wir, wenn wir Jo = 0 setzen, falls |C| > 2, d.h. es
handelt sich um Paarpotentiale. Im Fall des kubischen Gitters mit 2d néchsten Nachbarn
bestehen alle Cliquen nur aus einem oder zwei benachbarten Punkten, das heisst wir haben
dann immer ein Paarpotential. Wir vereinfachen die Notation, indem wir J, anstelle von
J(zy schreiben und Joy = Jy, = %J{x,y} setzen. Es gilt dann

p(z) ox exp (— Z - Z nyzxzy> .

€L T,y T~y

Wir formen die zweite Summe in der Exponentialfunktion um. Weil 22 = z,, folgt

Z JryZa2y = —% Z oy (22 — zy)2 + Z Zg Z Ty,

T,Y5T~Y T,Y5;T~Y z€L y~z

und wir erhalten schliesslich

p(z) x exp (— Z 2o (Jz + Z Jay) + % Z oy (22 — Zy)2> .

xEeL Yy~ vy

Falls J, = — Zy,yN:L’ Jzy, dann besteht also eine Symmetrie beziiglich der Vertauschung von
0 und 1. J,y < 0 bedeutet eine Tendenz benachbarter Punkte gleich zu sein (“Anziehung”),
wéhrend J;, > 0 einer Abstossung gleicher Werte entspricht. Wenn J,, konstant gleich
J ist hat man das sogenannte Ising-Modell. Dann wird in der zweiten Summe gezihlt,
wieviele Paare von benachbarten Punkten mit verschiedenen Werten es gibt. Bei néchsten
Nachbarn ist dies einfach die Lange der Grenze zwischen den beiden Zustdnden “schwarz”
und “weiss’.

Beim kubischen Gitter mit 2d néchsten Nachbarn hat man fiir ein festes « wegen der Gibbs-
darstellung 2d + 1 freie Parameter fiir die Wahrscheinlichkeiten P [z, = 1|zg,]. Die Anzahl
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moglicher Randbedingungen 2y, ist jedoch 22¢ > 1 + 2d. Man kann darum P [z, = 1|25,]
im Unterschied zu zeitlichen Markovketten nicht beliebig wéhlen. Wegen der Gibbsdar-
stellung bestehen ausserdem Beziehungen zwischen diesen bedingten Wahrscheinlichkeiten
flir verschiedene .

Oft erhilt man aber interessantere Modelle, wenn man nicht nur Paarpotentiale betrachtet.
Tjelmeland und Besag (1998) arbeiten mit einem hexagonalen Gitter und lassen “zweit-
néchste” Nachbarn zu. Es entstehen dann Cliquen der Grosse < 7. Anstatt ein normiertes
Potential zu nehmen, kann man ®¢ = 0 setzen fiir |C| < 7. Mit Translations- und Rotati-
onsinvarianz ergeben sich schliesslich 26 verschiedene Werte fiir &, d.h. man hat 26 freie
Parameter.

Endliche oder abzihlbare Wertebereiche

Die Menge S der moglichen Werte sei {0, 1,2, ..., k}. Wenn diese k+ 1 Werte ungeordnete
Kategorien, z.B. Farben, bezeichnen, dann ist ein naheliegende Modell gegeben durch

p(z) X €xXp <_ Z (I)m(zx) - Z J:Eyl[zﬁézy]> :

Y~z

Wenn S ordinal ist, also z.B. (k+ 1) Graustufen darstellt, ist dieses Modell nicht sinnvoll.
Naheliegender ist dann ein Modell, wo

Zy | Zgy ~ Bin (k, 7(z02)) ,

d.h. man hat eine Binomialverteilung fiir Z, mit einer Erfolgswahrscheinlichkeit, die von
den benachbarten Werten abhingt. Diese Abhéngigkeit kann man aber nicht willkiirlich
festlegen, sondern es gibt Einschrankungen wegen der Gibbs’schen Form. Damit

plaslian) = (1)t o) o () oxp (saton ((7E22L))

von der Gibbs’schen Form ist, muss die sogenannte log odds ratio gleich einem Polynom

o log (%) =—J.— Y Jo [[ 2

CixeC z'eC\x

Das ist analog zum Modell der logistischen Regression, wo die log odds ratio eine lineare
Funktion der erkldrenden Variablen ist. Da hier die gleiche Variable Z als Ziel- und als
erkldrende Grosse dient, spricht man auch von einem “autologistischen” Modell.

Schliesslich betrachten wir noch den Fall, wo S abzéahlbar ist. Dies tritt auf bei Zahldaten,
z.B. die Anzahl Krankheitsfille pro Ort. Wir suchen ein Modell, wo

Zy | Zoy ~ Pois (A(zpz)) -

Das bedeutet

p(zslz0n) = exp (~Az00) "2 o xp (2 log Alzan) — low(241)

xT-
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Damit dies von der Gibbs’schen Form ist, muss der Logarithmus von A(zy,) wie oben ein
Polynom sein. Weil der Wertebereich nicht mehr endlich ist, tritt aber eine zusétzliche
Komplikation auf: Man muss noch sicher stellen, dass die Normierung der Gibbsverteilung

Zexp —Zlog(zx )+ Jpzg) — Z J(;sz

« cicl>1  zeC

endlich ist. Dies ist genau dann erfiillt, falls alle J,, > 0 und Jo = 0 fiir |C| > 2. Dass dies
hinreichend ist, sieht man leicht. Dann ist ndmlich jeder Summand kleiner oder gleich

H exp(—szx)‘

25!
T X

Fiir die Notwendigkeit betrachten wir z.B. den Fall, wo ein J;, < 0 ist. Wir summieren
nur {iber Bilder mit z, = z, und 2z, = 0 fiir alle andern Orte. Dann erhalten wir

>

k‘:0

5 exp(—(Jz + Jy)k — Juyk?),

und dies ist unendlich wegen der Stirling-Formel. Andere Félle gehen analog.

Weil J,, > 0 bedeutet, dass grosse Werte bei den Nachbarn von z kleine Werte bei x
begiinstigen, ist das Modell nur beschrinkt brauchbar.

3.2.3 Erginzungen und Kommentare

Markovfelder auf einem unendlichen Gitter (zum Beispiel Z%). Die Menge aller
Bilder z ist dann iiberabzihlbar, und die Formel

p(z) ocexp(— Y ®o(z0))

C

macht keinen Sinn mehr. Die Formeln fiir die bedingten Verteilungen von Z, gegeben der
Rest,
p(zx | Z:(:C) = p(zx | Z@x) X exp(— Z (I)C(ZC))

CizeC

hingegen macht weiterhin Sinn (zumindest wenn jedes x nur endlich viele Nachbarn hat).
Man definiert daher eine Gibbsverteilung auf dem unendlichen Gitter durch die Forderung,
dass alle bedingten Verteilungen von Z, gegeben der Rest von dieser Form sein miissen.
Dann muss man natiirlich zeigen, dass solche Gibbsverteilungen existieren. Dies kann man
mit einem Grenzwert (“thermodynamischer Limes”) tun.

Sei L, = {-n,—n+1,...,n}¢ 2 Z% fiir n — oo und sei p, ein Gibbsfeld auf L, mit
einem (translationsinvarianten) Potential. Wenn der Wertebereich von Z, kompakt ist,
dann existiert lim,,_, oo p,, im Sinne der schwachen Konvergenz (wenn man zu einer Teilfolge
iibergeht). Unter Umstdnden héngt der Limes aber davon ab, wie man p, am Rand von
L,, definiert. Damit ist eine Gibbsverteilung auf einem unendlichen Gitter im Allgemeinen
nicht eindeutig. Man spricht von Phasentibergang.

Zeitliche Markoveigenschaft Fiir L = {1,2,...,n} mit nichsten Nachbarn impliziert
die Gibbs’sche Form auch die zeitliche Markov-Eigenschaft.
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Beweis: Die Cliquen bestehen entweder aus einem oder zwei benachbarten Punkten. Aus
der Gibbsdarstellung folgt

p(zklzk—1, -y 21) X p(21, ..., 2k) = Z p(z) x Z H 9i(2)g5-1,5(zj=1,25)-

Zk4-1509%n0 Zk+15--,2n j=k
Offensichtlich kommen zp_o, ..., 21 nicht vor. O

Man kann jedoch Beispiele von Markovfeldern konstruieren, bei denen p(z) null ist fiir
gewisse z und wo die zeitliche Markoveigenschaft nicht gilt.

Randverteilungen kann man Im Allgemeinen nicht explizit berechnen. Im diskreten Fall

gilt
- B ZZL\Z exp(— > o Pc(zc))
Pe) =D p() = = TS G o)

ZL\x

und man hat sowohl im Nenner als auch im Z#hler zu viele Terme, {iber die summiert
werden muss.

Verfeinerung oder Vergroberung des Gitters macht Probleme: Die Markov-Eigenschaft
geht dabei im Allgemeinen verloren. Das sieht man am einfachsten im Gauss’schen Fall:
Wenn man bei ¥ Zeilen und Spalten streicht (oder hinzufiigt), dann &ndern sich alle Ele-
mente von Y71

3.2.4 Schitzung der Potentiale

Die Gibbsdarstellung ergibt die richtige Parametrisierung der bedingten Verteilungen von
Z, gegeben den Rest. Wir betrachten nun das Problem, wie man die Potentiale aus einer
Realisierung z von Z schétzen kann. Wir nehmen an, dass die Potentiale bis auf einen end-
lich dimensionalen Parameter § bekannt sind: ®¢(z¢) = ®¢(zc, ). Ublicherweise nimmt
man dazu an, dass das Potential translationsinvariant ist.

Die Maximum-Likelihood-Schétzung ist im Allgemeinen nicht direkt anwendbar. Im dis-

kreten Fall gilt
__exp(=2 ¢ Polz0,0))
pQ(Z) - / 9
2 exp(= D¢ Pelzg, 0))

Der Nenner, d.h. die Normierung, hangt ebenfalls von 6 ab, ldsst sich aber nicht explizit
berechnen.

Es gibt Verfahren, die die Likelihoodfunktion mit Hilfe von Simulationen approximie-
ren und dann diese approximative Likelihood maximieren. Wir gehen hier jedoch nicht
darauf ein, sondern betrachten ein einfacheres Verfahren, welches die sogenannt Pseudo-
Likelihood maximiert. Diese ist definiert als

Ly(0) = [ ] po(za | z00) = [ |

zeL z€eLl

exp(— > e Polzc, b))
N (294, 0)

Der entscheidende Punkt ist, dass man hier die Normierung N(zg.,6) in vielen Fillen
berechnen kann. Im diskreten Fall ist es eine Summe, wobei die Anzahl Summanden gleich
der Anzahl moglicher Werte von einem 7, ist.

Warum ist die Pseudo-Likelihood-Methode sinnvoll? Diese Methode gehort zur Klasse der
M-Schiitzer, und wir besprechen hier kurz die Heuristik fiir solche Schétzer.
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Exkurs: M-Schiitzer Wir betrachten eine (im Allgemeinen hoch-dimensionale) Zufalls-
variable Z, deren Verteilung von einem Parameter 6 abhéingt. Dann sind M-Schétzer de-
finiert durch

T(z) = arg max p(z,0)

wobei p eine zunédchst beliebige “Kontrastfunktion” ist. Damit dies einen verniinftigen
Schétzer definiert, miissen zwei Bedingungen erfiillt sein:

e Wenn Z ~ py,(z), dann gilt fiir alle 6 # 6,
E90 [p(Z7 9)] < Eeo [p(27 00)] ’
d.h. die gemittelte Funktion p hat das Maximum beim wahren Parameter.

e p(z,0) ist mit grosser Wahrscheinlichkeit nahe bei Ey [p(Z, 6)].

In unserem Fall ist

p(2,0) = log (ps(2z|200)).

zeL

Um die erste Bedingung zu verifzieren, berechnen wir den Erwartungswert von einem
Summanden in p(Z,6):

E,, [log (po(Zs|Zo2))]

_ B, [Ey, [l08(po(Zs|Z5s)) | Zos]] = Ea, [ / Do (22] Zow) log (pe<zx|zam)>dzx}

p@(zx’Zé)x)
= Eq, Upeo(zleax)log (Poo (221 Zos) ) d 2z —|—/p90(zm\Zax)log <]990(Zz!Zax) dzz |

Das zweite Integral ist stets negativ, weil

)

log <p€(zx|28m) ) < po(22]20z) -1
Do, (Z$|Zam) Poy (nyzaw)

und die Ungleichung ist strikt, ausser wenn py(2z|204) = po, (22202 )-

Fiir die zweite Bedingung braucht man ein Gesetz der Grossen Zahlen. Wir gehen nicht
weiter darauf ein.

3.3 Anwendungen

3.3.1 Klassifikation und Synthese von Texturen

Bei der Synthese von Texturen sucht man einen Algorithmus zur Erzeugung kiinstlicher
Texturen, die sich visuell nicht wesentlich von einer vorgegebenen Textur unterscheiden.
Eine Mdglichkeit dafiir ist die Simulation von einem Markovfeld, bei dem das Potential
aus der vorgegebenen Textur geschéitzt wurde. Die Schétzung der Potentiale kann mit
der Maximierung der Pseudo-Likelihood erfolgen. Die Simulation von Markovmodellen
besprechen wir in dieser Vorlesung nur am Rande, da dies in der Vorlesung “Stochastische
Simulation” ausfiihrlicher geschieht. Alle Verfahren sind iterativ, d.h. man erzeugt nicht
eine Realisierung auf einen Schlag, sondern man beginnt mit irgendeiner Bild und modifi-
ziert dann diese iterativ so, dass sich im Limes eine Realisierung geméss dem Markovmodell



3.3. ANWENDUNGEN 23

ergibt. Der einfachste Algorithmus ist der Gibbs-Sampler: Dabei wird jeweils die Bild nur
an einem Punkt x modifiziert geméss der richtigen bedingten Verteilung p(z, | 29z )-

Es ist jedoch ziemlich schwierig, mit diesem Vorgehen gute Resultate zu erhalten. Die
Bilder in Cross & Jain, IEEE Pattern Anal. Machine Intell. 5, 1983 sind vermutlich fast
“zu gut”, weil der Simulationsalgorithmus nicht oft genug iteriert wurde.

Die Klassifikation von Texturen ist einfacher: Zur Verfiigung steht ein Trainingsdatensatz
von Texturen, die in endlich viele mogliche Klassen eingeteilt sind. Damit soll ein Algorith-
mus konstruiert werden, der eine neue Textur automatisch einer dieser Klassen zuordnen
kann. Anstatt direkt das ganze Bild als Input eines Klassifikationsverfahrens zu benutzen,
ist es meist besser, zunéchst gewisse “Features” aus dem Bild zu extrahieren (Dimensions-
reduktion), die man dann als Input nimmt. Die geschétzten Potentiale eines Markovfelds
ergeben oft sehr trennscharfe Features.

Diese Idee wurde von Baron et al.,Technometrics 43, 2001 verwendet. In dieser Arbeit
geht es um die Qualitéatskontrolle bei der Fabrikation von Halbleitern. Dabei werden Chips
auf eine diinne Silikonplatte (Wafer) aufgebracht. Man méchte die rdumliche Anordnung
von defekten Chips auf einem Wafer benutzen, um fehlerhafte Wafers einem von acht mog-
lichen Ursachen im Produktionsprozess zuordnen zu kénnen. Dazu werden funktionieren-
de/defekte Chips als 0/1 kodiert und an das so entstandende Bild wird ein Markovmodell
mit 8 nédchsten Nachbarn und 10 unbekannten Werten des Potentials angepasst. Dies 10
Werte dienen dann als Input eines neuronalen Netzes zur Klassifikation.

3.3.2 Bildrekonstruktion

Sei z = (zz)zer das “richtige”, ungestorte Bild, das wir aber nicht beobachten konnen.
Wir sehen némlich nur y = (y.).cr/, ein gestortes, degradiertes Bild, das verrauscht und
verschmiert wurde. Das beobachtete Bild kann sogar auf einem andern Gitter L’ statt L
gegeben sein. Der Zusammenhang zwischen z und y ist gegeben durch

ye = Y (2,720 + &2,

1./

wo 7y(+) die sogenannte point-spread-Funktion und die Fehler ¢, unabhingig sind mit e, ~
N (0,02). Wenn wir mit N (z) die Menge aller Punkte 2’ € L bezeichnen, fiir die v(xz, 2') #

0 ist, dann gilt
xzel’

mit
2
1 1 ,
1Yo | 2N @) = mexp 92 (Y~ Zv(x,x )Zar
£ 5 !

Statt additivem Gauss’schen Rauschen kénnen wir allgemeinere bedingte Verteilungen g
betrachten, z.B. fiir bindre Beobachtungen

p szlz ,

oder fiir Anzahlen

Yz|z ~ Pois (exp(a + ny(x, :z;')zm/)) .

x/
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Ohne die dazwischengeschaltete Exponentialfunktion tritt der letzte Fall auf bei SPECT
(single photon emission computerized tomography) : Dabei ist z, die unbekannte Isoto-
penkonzentration an der (diskretisierten) Stelle z und ~(z, 2’) ist proportional zur Wahr-
scheinlichkeit, dass ein an der Stelle z emittiertes Photon an der Stelle 2’ des Detektors
ankommt. Das gleiche Modell tritt auch bei der Modellierung der rdumlichen Verteilung
von Krankheiten auf: Dort ist z, die unbekannte Rate im Distrikt x, @ = «, ist die
logarithmierte Grosse der Risikopopulation im Distrikt z und ~(z,2’) = 0 fiir x # 2/

Die Rekonstruktion von z aus y ist (wie die meisten Aufgaben in der Statistik) ein so-
genanntes inverses Problem. Wir konnen die wahren, aber unbekannten Bildwerte(z;)zer
als unbekannte Parameter betrachten. Die Maximum-Likelihood-Methode

Z = arg max Z log q(yz | ZN(CC))
xr

liefert aber meist keine brauchbare Schéitzung, weil die Anzahl zu schitzender Parameter
gleich der Anzahl Beobachtungen ist. Dies sieht man sehr leicht im Fall, wo y, = z, + €.
Dann ist

log q(yz | 2n(z)) = 202 Z 2 4+ const.,

und damit ist der Maximum Likelihood Schétzer z, = y,.. Die Schiatzung des Originalbildes
ist einfach gleich dem beobachteten, verrauschten Bild. Eine alternative Moglichkeit wére
die Verwendung des Steinschiitzers z, = Ay, + (1 — \)y. Weil hier nur mit dem globalen
Mittelwert korrigiert wird, ist dieses Vorgehen aber ebenfalls ungeniigend.

Die sinnvollste Ansatz zur Bildrekonstruktion ist das Ausniitzen von Vorinformationen
der Art “benachbarte Werte sind dhnlich”. Dies entspricht einem Bayes-Ansatz, d.h. wir
arbeiten mit einer a-priori-Verteilung z ~ 7(z), welche Bilder z bevorzugt, bei denen
benachbarte Werte &hnlich sind. Die Bayes-Formel ergibt dann die a-posteriori-Verteilung

p(z | y) < m(2) [T awe | 2ne))
zel’

Als Schétzung von z wird entweder der Modus dieser a posteriori Verteilung (abgekiirzt
MAP) verwendet:

Z = argmaxp(z | y) = argmaxlog(p(z | y)) = argmax(log7(2) + Y _ 10ga(ya | 2v(x))):
xel’

oder der Erwartungswert von z beziiglich der a posteriori Verteilung: z = (2;z € L) mit

z. =E[Z,|y] = / /zxp zly) Hdzx

z’'eL

Der MAP-Schétzer unterscheidet sich vom Maximum Likelihood Schétzer durch den zu-
sitzlichen Term log7(z) in der zu maximierenden Funktion. Dies kann als zusétzlicher
Regularisierungsterm aufgefasst werden: Bilder mit tiefer a priori Wahrscheinlichkeit wer-
den bestraft.

Um das Vorgehen in die Praxis umzusetzen, miissen wir den Mittelwert oder den Modus
der a-posteriori-Verteilung berechnen kénnen und eine geeignete a-priori-Verteilung 7 (-)
wéhlen.
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Markovfelder als a priori Verteilungen

Wir betrachten als a priori Verteilungen spezielle Gibbs-Verteilungen

(1 ot -n Eo(25)

z~z!

mit einer geeigneten Nachbarschaftsrelation z ~ /. Die Funktion p ist gerade mit p(0) = 0
und p(z) > 0 fiir z # 0. Fiir 52 > 0 bevorzugt diese a priori Verteilung also lokal konstante
Bilder. Wenn der Wertebereich S C R gross ist, ist die Form von p fiir die Eigenschaften
von Zz ziemlich wichtig. Man kann mindestens die folgenden Fille unterscheiden:

2
z

p(Z) - ?7

2

Z falls|z| <1

— 2 -

PL2) { 2| — % falls|z] > 1

2
p(z) =

1+ 22

Der zweite Fall gehort zum Typ “p konvex mit linearer Asymptote” und enthélt im Grenz-
fall 0 — 0 den Fall p(z) = |z|. Der dritte Fall ist konvex in der Mitte und beschrénkt. Im
Extremfall erhilt man p(2) = 11.0y. Der Unterschied liegt darin, wie stark die zugehorige
a priori Dichte Spriinge, die von Kanten im Bild herriihren, durch niedrige Wahrschein-
lichkeit bestraft. Bei quadratischem p ist diese Bestrafung am stirksten und nimmt dann
sukzessive ab.

Die Funktion ¢ erlaubt es noch, a priori zwischen den verschiedenen méglichen Werten
zu differenzieren. Meist wird ¢ = 0 gesetzt, so dass alle moglichen Werte a priori gleich
wahrscheinlich sind. Wenn S unbeschrénkt ist, ist dann aber 7(z) keine Verteilung mehr
(die Normierung ist unendlich).

Der schwierigste Punkt bei der Wahl der a priori Verteilung ist die Festlegung der Para-
meter 31, B2 und §. Wir diskutieren die Wahl dieser Parameter unten noch etwas genauer.

Die a priori Verteilung ist also ein Markovfeld. Um zu entscheiden, ob die a posteriori
Verteilung auch wieder die Markoveigenschaft hat, berechnen wir die bedingten Dichten

Plzo | 2o y) o n(2) [T 0t | ove) & [ gcce) 1 ah | znin):

z'eL Cuaxel !, xeN(x’)

Auf der rechten Seite kommt daher z,~» nur vor, wenn entweder 7 ~ z oder wenn ein z’
existiert, so dass x € N(2') und 2" € N(2’). Wenn die Verschmierung nur Punkte in der
Nachbarschaft involviert, dann ist also die a posteriori Verteilung wieder ein Markovfeld,
allerdings “verdoppelt” sich die Nachbarschaft. Falls es keine Verschmierung gibt, so sind
die Nachbarschaften der a priori und der a posteriori Verteilung identisch. Dies wird die
Berechnung von z etwas vereinfachen.

Berechnung von z

Wir betrachten zuniachst den MAP

Z = arg max (log m(z) + Z log Q(ym|ZN(a:))) .
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Wenn die a priori-Verteilung und die q(yz|2n(;)) Gauss’sch sind, dann kann man 2 ge-
schlossen berechnen:

~ . _ 1
Z = arg min (zTZ L+ +— Y- r2)t(y - Fz)) .
z o
Auf der rechten Seite steht eine quadratische Form in z, und die Bestimmung von arg min
fithrt auf ein lineares Gleichungssystem. Die Berechnung sind zwar einfach, aber die Re-
sultate sind im allgemein nicht befriedigend: Innerhalb von homogenen Regionen wird
zuwenig geglittet oder die Kanten werden verschmiert oder beides.

In den meisten andern Fillen muss man iterative Verfahren zur Berechnung von z verwen-
den. Ein einfacher Algorithmus ist die iterative Maximierung beziiglich einer Komponente,
wobei alle anderen Komponenten festgehalten werden.

I l
2 = argmaxp(. 2,y | y) = argmaxp(z | 1,y 9).

Wie wir oben gesehen haben, hingt die zu maximierende Funktion dann nur von wenigen
Werten zg,lt ab, was die Berechnungen vereinfacht. Die Nachteile dieses Verfahrens sind,
dass haufig viele Iterationen notwendig sind (wenn die Funktion einen langen schmalen
Grat hat, der nicht parallel zu einer Koordinatenachse lduft), und dass man in einem

lokalen Maximum steckenbleiben kann.

Nebenmaxima konnen nicht auftreten, wenn der Wertebereich von Z, ein Intervall ist und
wenn die zu maximierende Funktion konkav ist. In allen Beispielen, die wir angeschaut
haben, ist »_ logq(yz | 2n(s)) konkav in z. Die Berechnung von MAP vereinfacht sich
daher, wenn man auch log 7(z) konkav wahlt. Insbesondere kann es von Vorteil sein, die
Funktion p von vorher konvex zu wéihlen. Konkavitit der Zielfunktion allein geniigt aber
nicht, damit die iterative Maximierung beziiglich einer Komponente gegen das eindeutige
Maximum konvergiert: Man kann leicht Gegenbeispiele mit zwei Punkten und p(z) = |z|
konstruieren. Fiir die Konvergenz braucht man noch Differenzierbarkeit.

Dass in der Regel viele lokale Maxima existieren, sieht man an folgendem Beispiel.

Beispiel 3.1 Seien (z,) und (y) bindr (wir betrachten also schwarz/weiss Bilder). Weiter
ist w(z) ein Markouvfeld:

7'('(2) X €xp (_B Z 1[ZIIZII])7

zr~x!

fiir verschiedene x, sind die y, bedingt unabhdingig und y, = z, mit Wahrscheinlichkeit p
und Yy, = 1 — z, mit Wahrscheinlichkeit 1 — p. Dies kann man schreiben als

log p(yz | z2) = log(1 — p) + 1, —.) log(p/(1 — p)).

Damit ist die a posteriori Verteilung
logp(z | y) = WZ Lp=ye] — B Z 1=z, + const.,
T x~z!

wobei v = log(p/(1 — p)). Fir 8 > 0 und v > 0 betrachten wir das folgende beobachtete
Bild y:
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Dann ist z = y ein lokales Maximum, aber das folgende Bild z hat hohere a posteriori
Wahrscheinlichkeit, falls 3y < 28 ist

Um aus lokalen Maxima herauszukommen, verwendet man randomisierte Algorithmen.
Die einfachste Form eines solchen Algorithmus’ ist die folgende. Man hailt iterativ alle
Werte ausser an einem Punkt x fest, und man wahlt einen Kandidaten ( fiir z, zufillig.
Dann setzt man

P2ty ) \ T
PG 1tly)

¢ mit Wahrscheinlichkeit —min (1, (

alt T
22 mit Wahrscheinlichkeit 1 — min (1, (W) >
Wenn der Kandidat die a posteriori Wahrscheinlichkeit vergréssert, nimmt man ihn auf
jeden Fall, sonst nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit, die davon abhéngt, wieviel
kleiner die a posteriori Wahrscheinlichkeit ist. 7" = oo entspricht einer reinen Zufallssuche
und 7" = 0 einem iterativen Maximieren wie vorher. Man sucht ein Kompromiss: T" — 0
langsam im Iterationsprozess (simuliertes annealing).

Die Berechnung des a posteriori Erwartungswert wird mit Simulation durchgefiihrt. Um
zu simulieren, kann man gleich vorgehen wie bei simuliertem annealing, aber mit 7' = 1
()
Zx

fest. Fiir den Erwartungswert wird iiber die verschiedenen gemittelt:

1 &
A g T
j=1

=

3.3.3 Schitzung der Parameter

Wenn es unbekannte Parameter in p(y|z) bzw. 7(z) gibt, miissen diese geschitzt, bzw.
festgelegt werden. Dies kann auf mehrere Arten geschehen:

e Durch Kalibrierungsexperimente: Man kann z.B. ein typisches, unverrauschtes Bild
nehmen, Rauschen dazu addieren und dann testen, welche a priori Verteilungen zu
guten Rekonstruktionen fiithren.

e Aus dem beobachteten y allein, z.B. mit Kreuzvalidierung, Maximierung der margi-
nalen Likelihood oder mit hierarchischen Bayes-Verfahren.

Die Verfahren, die rein auf den beobachteten Daten basieren, sind allerdings alle schwierig
zu berechnen. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass nur die a priori Dichte my(z) von
einem unbekannten Parameter 6 abhéngt, wihrend die bedingte Dichte p(y|z) bekannt ist
(was in unseren Anwendungen mindestens approximativ richtig ist).

Die marginale Likelihood ist definiert als

po(y) = / Py | 2)me(2)dz,
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und man kann versuchen, 6 so zu bestimmen, dass diese marginale Likelihood maximal
wird. Fiir mg(2) o< exp (—0U(2)), ist

S p(y | 2) exp(—0U(2))d=
[ exp(—0U(2))d=

po(y) =
Dies kann man auffassen als einen Quotienten von zwei Normierungskonstanten, den man
hochstens approximativ bestimmen kann.

Bei der Kreuzvalidierung maximiert man nicht die marginale Likelihood, sondern analog
zur Pseudo-Likelihood das Produkt

1T pove | yae)-

zel’

Wenn wir wie zuvor annehmen, dass p(y | z) =[], ¢(yz | 2), dann gilt

o s T D Tl | 2)mo()ds
Polye | v, @ 7 2) = /q(y;p | )pole | yorr & # 2}z = J 1 erzw a(yar | 2)me(2)d2

Dies kann man auch wieder auffassen als den Quotienten von zwei Normierungskonstanten,
aber die folgende Interpretation bringt mehr

Po(Ya | Yze) = (/ q(yxl\z) mo(z | y)dz>_1.

Wenn man geméss der a posteriori Verteilung mg(z | y) simuliert, um den a posteriori
Erwartungswert zu berechnen, dann kann man damit gleichzeitig auch noch das Kreuzva-
lidierungskriterium approximieren. Eine andere mogliche Approximation lautet

oYz | Yze) ~ q(Ya | 2(730))7
wobei
209 — argmax py(z | ype) = argmax( D log(q(ya | 2)) + log(o(2)))
' #x

der MAP-Schétzer ohne die Beobachtung g, ist. Dies kann man naherungsweise berechnen,
indem ausgehend vom MAP iterativ eine Komponente von z maximiert und die andern
Komponenten festhélt.

Als Bayesianer wiirde man fiir die Schétzung von 6 eine weitere a priori Dichte po(6) fiir
0 annehmen. Man spricht dann von einem hierarchischen Modell: Auf der untersten Stufe
ist das beobachtete Bild y, auf der mittleren Stufe das ungestorte Bild z und zuoberst der
Parameter . Die gemeinsame Dichte von (6, z,y) ist

p(0,2,y) = po(0)me(2)p(yl2),
und die gemeinsame a posteriori Dichte von # und z gegeben y ist
p(0, 2 | y) o< po(0)mo(2)p(yl2).

Diese a posteriori Dichte mochte man nun als Bayesianer simultan beziiglich 8 und z
maximieren, bzw. man moéchte den a posteriori Erwartungswert

% =Bl |yl = / / 2op(0, 2 | y)dodz = / / 2op(z | 8,y)dz p(6 | y)db
SL Je e .JsL
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berechnen. Diese Grossen sind aber im Allgemeinen noch schwieriger zu berechnen, weil
jetzt zum hochdimensionalen z noch eine zusétzliche Variable auftritt.

Im folgenden wichtigen Spezialfall kann man die Normierungskonstante angeben: Wenn
S = R und U(z) homogen ist vom Grad p, d.h. U(cz) = PU(z), dann folgt mit einer
Substitution, dass die Normierung N (#) der Gibbs-Verteilung

mo(2) = N(0) ' exp(—0U (2))
die Form hat
N(9) = 0'"1/PN(1).

Ein wichtiges Beispiel ist

U(z) = Z |22 — 2o [P

x~x!

Allerdings fiihrt das auf eine uneigentliche Verteilung: Weil U(z) konstant ist in der Rich-
tung (1,1,...,1), gilt N(0) = oo fiir alle . Wenn man my als Dichte auf dem Unterraum
der Zuwichse von (Z,) auffasst, dann erhélt man mit dem gleichen Argument

N(6) = UE=D/P N (1),

Fiir solche a priori Dichten kann man damit die gemeinsame a posteriori Dichte p(6, z|y)
maximieren, bzw. geméss dieser Dichte simulieren.
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Kapitel 4

Kurzer Ausblick auf Wavelets

4.1 Grundidee, 1-dimensional

Wir beschrinken uns zunéchst auf den 1-dimensionalen Fall, ohne Verschmierung, nur mit
additivem Rauschen. Das heisst

Y=Z+¢

mit Y = (Y1, ..., Y)?, Z=(Z1,..., Zo), e = (1, ... ,en)T und &, & N (0,02).
Fiir eine beliebige orthogonale Matrix A gilt

AY = AZ + Ae = AZ +,

wobei 1 wiederum id N (0,02) ist. Die Grundidee ist nun, A so zu wihlen, dass das
Produkt AZ auf wenige Stellen konzentriert ist, d.h. [(AZ).| klein fiir die “meisten” x.
Beachte, dass

Yaz-y2
€T €T
gilt. Das heisst, wenn |(AZ),| klein ist fiir die “meisten” z, dann muss |(AZ),| gross sein
fiir die iibrigen Stellen x. Da das Rauschen 7, iiberall etwa gleich ist, folgt damit

(AY)s
(AY)s

(AZ),, falls |(AY),| gross;
Mg, falls [(AY),| klein.

Q

Q

Daher sollte die Rekonstruktion
Z = AT(t(AY))

eine gute Schitzung von Z darstellen, wenn wir t(AY) = (¢((AY)1),...t((AY),)) kompo-
nentenweise definieren und fiir ¢ die sogenannte “soft thresholding”-Funktion wéahlen

<
Hu) = { 0, falls |u| < co

| u—sign(u)-co, falls |u| > co.
Im Allgemeinen wéhlt man ¢ =~ 30, bzw. ¢ &~ /2log No.

31
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4.2 Konstruktion der orthogonalen Matrix A

Der urspriingliche Vektor (Y1,...,Y,)" wird sukzessive transformiert,
G
Vi at” at? /!
G .
Va :
G ) 9 H
/ : A\
)
H .
> ;
aN/2 dg\/;4
diV
H
N\
(1)
Y, o

so dass das Schlussresultat nur noch dV,d®, ..., d¥ und a¥) enthilt. Die beiden Abbil-
dungen G und H sind definiert als

L-1
| -
) = Y g,
k=0

L—-1
| -
¥ = > haf Y.
k=0

Die Indizes werden dabei periodisch fortgesetzt, g und hi werden so gewéhlt, dass die
Transformation orthogonal ist und so dass G bzw. H sogenannte Tief- bzw. Hochpassfilter
sind. Dies bedeutet, dass G die hochfrequenten Anteile eliminiert und die niedrigfrequenten
Anteile belaesst, wihrend es bei H gerade umgekehrt ist. Daher stellen a¥) die Approxi-
mation auf der j-ten Skala dar und d?) die Details auf der j-ten Skala.

Beispiel 4.1 Sei L = 2,90 = g1 = 1/v2,hg = 1/v/2,h1 = —1/\/2. Das heisst, G bil-
det bis auf einen Faktor die Mittelwerte zweier aufeinanderfolgender Werte, und H die
Differenzen.

Weshalb der Name "Wavelet”(kleine Welle) ? Da Y = AT(AY), wrid Y dargestellt als
eine Linearkombination der Zeilen von A. Diese Zeilen sehen nun aus wie verschobene
und skalierte Wellenpakete Die k-te Zeile im j-ten Block entspricht approximativ einer
Skalierung und Verschiebung einer festen Funktion ¢, nimlich (277 (z — k)).

4.3 Grundidee, 2-dimensional

Die Grundidee im 2-dimensionalen Fall ist dieselbe wie 1-dimensional: Transformieren,
thresholding, Riicktransformieren. Der Prozess lauft jetzt jedoch simultan in zwei Dimen-
sionen ab. Die Transformation dd bedeutet dann, dass H sowohl horizontal wie auch
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vertikal auf Y angewandt wird. Sie ist definiert durch

(4) _ (3-1)
dd(-l’l@?) - Z hklhk?aa(%l—kl,?m—@)
k1,k2

Sinngeméss bedeutet dann ad, dass H horizontal und G vertikal angewandt wird. da heisst
H vertikal und G horizontal, aa heisst G vertikal und horizontal. Im Beispiel 4.1 entspricht
dies:

aaV = 1/2. < 1 i > = “Summe von 4-er Bloécken”

1 -1

L — :
ad 1/2 1 1

> = “Differenz von zwei 2-er Blocken”

da® = 1 /2 < _11 _11 ) = “Differenz von zwei 2-er Blocken”
ddV = 1/2. <

1 1
) = “Konstruktion fiir Diagonalstruktur”

4.4 Rekonstruktion mit Verschmierung

Sei Y = I'Z + ¢, mit einer “verschmierenden” Transformation I'. Sehr naheliegend wiére,
das Problem mit dem Ansatz

AY = AT'Z + Ae

zu l6sen. Im Allgemeinen ist dann aber AI'Z nicht mehr auf “wenige” Stellen konzentriert.
Falls I' invertierbar ist, so wéire auch

r‘y=z+r"1e

eine Alternative, allerdings ist dann I'"! nicht mehr iid. Deswegen ist AT'~'e nicht mehr
“schon gleichméssig” verteilt und eine Trennung zwischen Signal und Rauschen wird schwie-

rig.

FEine Losung dieses Problems bietet die Wawvelet- Vaguelet-Zerlegung. Zu gegebenem I' kon-
struiert man ein “fast orthogonales” B, so dass BI'Z = AZ. Es gilt dann

BY = BU'Z + Be,

wobei der Fehlerterm Be einigermassen “gleichméssig verteilt” ist, d.h. ungefédhr Y (0, 02).
Fiir die Schétzung gilt dann

Z = AT (t(BY))

Fiir mehr Details, sieche Donoho, Nonlinear solution of linear inverse problems by wavelet-
vaguelet decomposition, Applied and Computational Harmonic Analysis, 1995.
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4.5 Edgelets, curvelets

Sowohl die Erfahrung als auch theoretische Uberlegungen zeigen, dass zweidimensionale
Wayvelets nicht ideal sind fiir Strukturen in Bildern, die nicht parallel zu den Achsen
verlaufen. Deshalb wurden alternative Zerlegungen in skalierte, gedrehte und verschobene
kleine Kanten (édgeletsiind "curvelets”) vorgeschlagen.

Fiir mehr Details, siehe Starck, Candes und Donoho, IEEE Transactions on Medical Ima-
ging, 11 (2002), p. 670-684.



Kapitel 5

Punktmuster und zufillige
Mengen

5.1 Grundlegende Definitionen fiir Punktmuster

Definition 5.1 FEin Punktmuster ist eine zufdllige, lokal endliche Teilmenge Z = {x1,x2,...}
des R mit x; # xj fir alle i # j. “Lokal endlich” heisst, dass es in jedem beschrinkten B
nur endlich viele Punkte x; gibt.

Die Anzahl Punkte in B, B C Rd, bezeichnen wir mit
o
N(B) =3 1p(z:;) €{0,1,2,...,00}.
i=1

Dies ist offensichtlich ein Mass auf (R%, B).

Um ein Punktmuster und dessen Verteilung exakt zu definieren, braucht man etwas Mass-
theorie. Hier gehen wir nicht auf diese Probleme ein. Unter der Verteilung von Z verste-
hen wir die endlich dimensionalen Verteilung von (N(By),..., N (By)) fiir alle £ und alle
beschréinkten By, ...Bj in R% Ein Modell fiir ein Punktmuster ist festgelegt durch die
Angabe der endlich dimensionalen Verteilungen.

Definition 5.2 Ein Punktmuster Z heisst stationér, bzw. isotrop, falls sich die endlich-
dimenstonalen Verteilungen nicht dndern, wenn man die Mengen verschiebt, bzw. rotiert.
Das heisst, dass fir alle k und alle By,...By die Zufallsvariablen (N(By),...,N(Bg))
die gleiche Verteilung haben miissen wie (N(By + x), ..., N(By + x)) fir alle z, bzw. wie
(N(R(B1)),...,N(R(By))) fir alle Drehungen R um Null.

Wie bei Gauss’schen Modellen dient die Stationaritét und Isotropie als Rechtfertigung fiir
die rdumliche Mittelung zur Schitzung von Kennzahlen und Parametern.

Definition 5.3 Die Intensitit A eines Punktmusters ist die Funktion, die jeder Borel-
Menge B in R? den Wert

A(B)=E[N(B)] € [0,00]
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zuordnet. Wenn A(B) < oo ist fiir alle beschrinkten Mengen B, dann sagen wir, der
Punktprozess habe endliche Intensitit.

Die Intensitét ist ein Mass auf der o-Algebra der Borelmengen: Die Additivitdt ist klar,
und die o—-Additivitét

o o
A <U Bi) =Y A(B;)  fiir B;NB; = 0,Vi#j.
i=1 i=1
folgt aus monotoner Konvergenz, weil

n o0

0<N (UBZ) SN <U3i>

i=1 i=1

eine monoton wachsende Folge ist und damit die Erwartungswerte konvergieren.

Im stationdren Fall gilt
A(B+z) = A(B).

Daraus folgt aus einem Satz der Masstheorie, dass A ein Vielfaches A(€ [0, co]) des Lebes-
guemasses ist. Wir nennen A ebenfalls die Intensitét.

Intuitiv vermutet man, dass fiir A(B) — 0 gilt
P[N(B)=1]=A(B) +0o(A(B)), P[N(B)=0]=1-A(B)+ o(A(B)).

(Dann ist natiirlich P [N(B) > 2] = o(A(B)).) Die Bedingungen dafiir, dass dies korrekt
ist, sind relativ kompliziert. Sie sind erfiillt im stationdren Fall falls 0 < A < co. Wir werden
dies voraussetzen und die anschauliche Schreibweise P [N (dx) = 1] = A(dz) verwenden.

5.2 Das Poisson-Punktmuster

Das Poisson-Punktmuster ist das einfachste Modell, bei dem “alle Punkte unabhéngig”
sind.

Definition 5.4 Poisson Punktmuster: Sei A ein belicbiges Mass auf R? mit A({z}) =0
fir alle x und A\(B) < oo fir alle beschrinkten B. Z heisst ein Poisson Punktmuster mit
Intensitit A falls

e N(B) ~ Pois (A(B)) fiir alle B.
e (N(B1),N(Bs3),...,N(By)) unabhingig, falls B; N Bj = 0 fir alle i # j.

Satz 5.1 FEin Poisson Punktmuster existiert fir jedes A, das die obigen Voraussetzungen
erfillt.

Beweis: Es handelt sich um einen konstruktiven Beweis, man kann so ein Poisson-
Punktmuster simulieren. Wir iiberdecken R? mit abzihlbar vielen paarweise disjunkten
und beschrénkten Mengen A; und konstruieren Z N A;, unabhéngig fiir i = 1,2, ..., gemé-
ss folgendem Rezept:
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o N;:= N(4;) ~ Pois (A(4;)),

e gegeben N; = n, wihle n Punkte z1,x9,...,z, i.i.d mit
Plrje Bl]=———
[z; € B AAY)

Fiir den Nachweis der beiden Eingenschaften in der Definition des Poisson Punktmusters
betrachten wir zuerst B C A;. Dann gilt

P[N(B)=kl = > P[N(B)=FkIN(4)=n] -P[N(4)=n]
n==k
=S () (ABLY T A®NTE A(A)"
- nzzk’ <k> <A(Az')> <1 B A(Ai)> wexp (—A(Ai) —
_ ‘ A(B)F & 1 -
= exp(—A(4)) A 2 (n—k)!(A(AZ> — A(B))"*
k
- eXP(—A(Ai))A(]ﬁ) exp (A(4;) — A(B))
k
- exp(—A(B))A(Ii)

Fiir ein allgemeines B benutzen wir

N(B)=> N(BNA).

Da N(B N A;) ~ Pois (A(B N 4;)) ist, und die einzelnen Summanden nach Konstruktion
unabhéingig sind, folgt, dass die Summe N (B) wieder Poisson verteilt ist.

Fiir die zweite Eigenschaft betrachten wir zunichst By C A;, By C A; mit By N By = ().
Mit B = A; \ (Bl U BQ) folgt

P[N(B1) = k1, N(B2) = ko]

= Z P[N(Bi1) = k1, N(Bz) = k2N (A;) = n] - P[N(A;) = n]
n=k1+k2

= n! ABO\ (A(B)\*2 [ A(Bs)\"
exp (A4 ML

_ CABYH AByR & 1 N

= exp(—A(4)) k11! kj! nkzlz% mA(Bg) fk

= e (a8~ ) B AP b (v RN (B = k).

Der Nachweis fiir beliebige disjunkte By und Bs geht analog wie oben. Die gleichen Argu-
mente konnen auch im Fall von mehr als zwei Mengen B; benutzt werden. O
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5.3 Zweite Momente und andere Kennzahlen

5.3.1 Definitionen

Definition 5.5 Das zweite Momentenmass A2 ist definiert als

A®(B; x By) = E[N(B)N(By)].

A® ist ein Mass auf R2?, niamlich die Intensitét des Produktmusters
(z5,2j) eR* | i=1,2,...;5=1,2,...).

Insbesondere gilt

Cov (N(By), N(By)) = AP (B x By) — A(B)A(Bs)

Beispiel 5.1 Berechnung von A®) beim Poisson Punktmuster.

Cov (N(B1), N(B2)) = Cov(N(Bin Bs)+ N(Bi N BS),N(Byn Bs) + N(BS By))
= Var(N(B1 QBQ))+O+0+0:A(B1 QBQ)

(die 3 Terme sind null wegen der zweiten Eigenschaft des Poisson-Punktmusters). Es folgt:

A®)(B; x By) = A(B1 N By) + A(B1)A(By)

Nicht nur im Poisson-Fall, sondern fiir alle Punktmuster hat A hat stets den Anteil A
auf der Diagonalen. Insbesondere hat A nie eine Dichte beziiglich des Lebesguemasses
auf R?. Fiir die meisten Modelle hat man aber ausserhalb der Diagonalen eine Dichte:

A®)(B; x By) = A(B1 N By) +/ / Ao(z,2') ded’.
B1 J B2

Beim Poisson Punktmuster mit A(dx) = \(x)dx ist insbesondere

Xo(x,2") = Mz)\(2).

Die Dichte Ay hat die folgende Interpretation fiir x # z':
Xo(z,2") deds’ =P [N(dz) =1, N(da') = 1].
Mit \(z)dx = P [N(dz) = 1] folgt damit auch

Xo(x, 2")dx!

NG =P [N(dz') = 1]z € Z],

sowie Nl a')da!
/B 2~ BN (B € 2) - 15(0)

Wenn 7 stationér ist, dann lisst sich A wie folgt faktorisieren:

AP(B) x By) = A|BiN By + X | K(By — x)d,
Bs
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wobei K ein Mass auf R ist, das sogenannte reduzierte zweite Momentenmass. Anschau-
lich sieht man das leicht ein im Fall, wo Ay existiert. Wegen der Stationaritdt ist ndmlich
Ao(z,2") = Aa(x — 2') und damit

_ Jpr)dy _E[N(B)|0€ Z] - 15(0)

A2 A

K(B)

Fiir das stationdre Poisson-Punktmuster ist K (B) gleich dem Lebesguemass von B.

Wenn der Punktprozess zusédtzlich noch isotrop ist, dann ist sowohl das reduzierte zwei-
te Momentenmass als auch die Dichte Ao(x,z’) isotrop. Dann geniigt es, die sogenannte
sogenannte K-Funktion K (r) = K({z;0 < ||z|| < r}) anzugeben. Ausgedriickt mit Ao gilt

wobei v4 die Oberfliche der Einheitskugel im R¢ bezeichnet.

Die zweiten Momente und insbesondere die K-Funktion geben eine Beschreibung der Ab-
héngigkeit in einem Punktmuster. Man muss sich jedoch bewusst sein, dass damit nur ein
Teil der Abhéngigkeit erfasst wird. Es gibt Félle, wo zwei Punktmuster trotz identischen
ersten und zweiten Momenten visuell unterschiedliche Realisierungen haben, vgl. Baddeley
und Silverman, Biometrics 40, 1984.

Aus diesem Grund zieht man auch andere Kenngrossen in Betracht. Die beiden wichtigs-
ten sind die “empty space function” F' und die “nearest neighbor function” G. F' ist die
Verteilungsfunktion des Abstandes von einer festen Stelle € R? zum nichsten Punkt des
Punktmusters Z, d.h. F(r) ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass in der Kugel mit Radius
r und Zentrum x mindestens ein Punkt des Punktmusters liegt:

F(r)=P [N ({| |+’ —=| <r}) > 0].

Fiir ein stationdres Punktmuster héingt F' nicht von z ab.

Die Funktion G ist die Verteilungsfunktion des Abstands von einem x; € Z zum néchsten
Punkt des Punktmusters Z, d.h. G(r) ist die Wahrscheinlichkeit, dass in der Kugel mit
Radius 7 und Zentrum x; € Z noch ein weiterer Punkt liegt (im Zentrum der Kugel
befindet sich ja schon ein Punkt):

G(r)=P [N ({«'| Hx'—x” <rh)>1|zeZz].

Die Form von G und F' geben zusétzliche Hinweise, wie die Punkte verteilt sind. Meist
vergleicht man F' und G mit dem, was bei einem homogenen Poisson-Muster auftritt. Dort
sind die beiden Funktionen gleich, es gilt

B(r) =1 —exp (=A[{zl[lz]| < r}]) = G(r).

5.3.2 Schitzung

Wir beobachten ein stationéres und isotropes Punktmuster Z auf einem beschréankten Be-
obachtungsfenster W: {z1,x9,...,z N(W)}. Zusétzlich gibt es Punkte ausserhalb W, die
nicht beobachtet sind. Wir wollen nun untersuchen, wie man nichtparametrische Schét-
zungen fiir die Kenngrossen A, K, Ao, G, F findet.
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Wegen der Stationaritét ist
3. NW)
4
die naheliegende Schéitzung der Intensitit. Sie ist stets erwartungstreu, aber ihre Varianz
héngt von zweiten Moment ab:

~ 1 1
Var (A) - W\/ar (N(W)) = T (E [INW)?] - E [N(W)]Q)
= Wl‘Q(A(Q)(W x W) — X2 [W]?)

A 1 / , ,
- !M*W\?/W/WW(H%—:C 1) = A2) dada.

/W /W(/\Q(Hx -a|) - A2) dadx’

Die Varianz ist also umgekehrt proportional zur Grosse des Beobachtungsfensters, wenn
Aao(||z]]) — A? integrierbar ist.

Es gilt

< Wl [ Pallel) =]

Die Schéitzung der andern Kenngrossen ist schwieriger. Auf Grund der Definition von K,
A2, G und F sind die folgenden Schétzer naheliegend (B(z,7) bezeichnet die Kugel mit
Mittelpunkt = und Radius r):

LN
K@) = = (N(B(zi,r) W) —
AN (W) ; i=1 j#i
1 NW)
G(r) = N (W ; LIN(B(z: )W) >1]
~ | U; B(.Ii,r) mVV|
F(r) = z e W|N z,7)NW) >0} =
) |W|\{ IN(Bla,r) 1 W) > 0} i

R0y = s e (12

Der Schétzer Xg(r) ist einfach ein Kernschétzer fiir eine rotationsinvariante Dichte auf R

Alle obigen Schétzer unterschitzen aber die wahren Grossen zum Teil massiv wegen der
nicht beobachteten Punkte ausserhalb W. Eine mogliche Verbesserung ist die Reduktion
des Beobachtungsfensters: Anstelle von W verwendet man das reduzierte Fenster

Wer ={x e W | B(z,r) C W}.

Dann ist

N(War)

~ 1
K(r) = W@r ; ;1[@—%||<r]—)\(wer) ; (N(B(zi,r)) — 1)
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und analog fiir die anderen Groéssen.

Dies bedeutet jedoch, dass man die vorliegende Information nicht voll ausnutzt. Ferner
sind ' und G nicht mehr immer monoton. Es gibt bessere Methoden.

Fiir K gibt es eine einfache Gewichtung zur Biaskorrektur:

LN
K(r)== iz — oz 1< Wi
() NOV) DD er—ay < wis

=1 ji
mit
- 27 - ||lzj — |
Y Linge von ({z| |z — @l = |lo; — @i} n W)’

d.h. man gewichtet mit dem Inversen des Anteils des Kreisumfanges, der in W enthalten
ist. Paare in der Ndhe des Randes erhalten so ein grosseres Gewicht, das im Mittel die
nicht-beobachteten Punkte kompensiert.

Die so erhaltene Schitzung ist bis auf den Nenner erwartungstreu:

Satz 5.2 Es gilt:
E [X%?(r)] — A2K(r)

Beweis: Weggelassen O

Fiir die Schiitzung von G beniitzt man eine Analogie zur Uberlebenszeitanalyse. Wir de-
finieren

7, = min |, — ;.

Dieser Abstand von x; zu demjenigen Punkt des Musters, der am néchsten liegt, kann
nicht immer beobachtet werden, weil der nichste Punkt des Musters auch ausserhalb des
Beobachtungsfensters W liegen kann. Wenn wir noch den kleinsten Abstand vom Punkt
z; zum Rand des Beobachtungsfensters W,

C; = min(lo — a.]),

einfithren, dann beobachten wir nur Y; = min(7;, C;) zusammen mit dem Indikator A; =
li1,<c;), der angibt, ob T; beobachtet wurde.

In der Uberlebenszeitanalyse kommen alle obigen Gréssen auch vor, haben aber eine etwas
andere Bedeutung: T; ist dort die Lebenszeit des Individuums ¢, C; ist die Zeit bis zum
Abbruch der Studie, bzw. bis zum vorzeitigen Ausscheiden des Patienten 7. Auch hier ist
Y; = min(T;, C;) die beobachtete Grosse und A; = 1j7,<¢,) die Indikatorfunktion, die die
Zensierung anzeigt. In der Uberlebenszeitanalyse gibt es einen Standardschiitzer, um die
Verteilungsfunktion F(-) von T" auf Grund der zensierten Daten (Y;, A;) zu schiitzen, den
sogenannten Kaplan-Meier Schétzer. Dieser ldsst sich direkt anwenden zur Schétzung von

G.
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Der Kaplan-Meier-Schitzer

Fiir eine absolut stetige Verteilung F' auf [0,00) mit Dichte f ist die Sterberate, bzw.
Hazardfunktion A definiert als

o PRST<t+h|[T>¢ . PE<T<t+h]  ft) _ d
Alt) = fimy h B = R e i vy s TR Ol

Der letzte Ausdruck zeigt, wie man F' aus der Sterberate berechnen kann:

FG%zL—%p(—AﬂMﬁ%).

Falls F' diskret ist und die Werte 0 < t; < t9 < ... annimmt, so ist die Hazardfunktion
A(+) ebenfalls diskret:

und es gilt dann

Beweis: Es gilt
1-F@t)=P[T >t =P[T > tg]
falls ty, <t < try1. Wir bilden dann das Produkt

_ P[T>t] PT>t] P[T > t1]
1_ﬂ”_Pﬁ>m:wa>£g'”' 1 -

Daraus folgt die Behauptung, denn es gilt

PIT>t)] PT>2t)]-P[T=t]
PIT >ty 1] P(T >t}

O

Die Kaplan-Meier-Schéitzung ergibt eine diskrete Verteilung, die auf der Menge der be-
obachteten, unzensierten T;’s konzentriert ist. Sie schitzt die Hazardfunktion an diesen
Stellen einfach mit der naheliegenden relativen Haufigkeit

Y =t Ay = 1)
t;) = -
M) = "0 = 0y

und verwendet dann obige Produktformel.
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5.4 Modelle mit Abhéngigkeit

5.4.1 Cox-Punktmuster

Dies ist ein zweistufiges Modell: Auf der ersten Stufe haben wir ein nichtnegatives Zu-
fallsfeld &(z), z € R%. Auf der zweiten Stufe haben wir — bedingt auf £ — ein inhomogenes
Poisson-Punktmuster Z mit Intensitéit Z(B) = [z £(x)dz. Dabei wird £ nicht beobachtet,
nur Z. So kann das Punktmuster Z zum Beispiel den Standorten von Pflanzen entspre-
chen, und ¢ ist dann eine zufillig variierende Umweltbedingung, die den Pflanzenwuchs
fordert bzw. hemmt.

Fiir konkrete Konstruktionen kann man z.B. log¢ als ein Gauss’sches Zufallsfeld wéhlen
mit Erwartungswert m(z) und Kovarianzfunktion C(z,z’), oder man setzt

€@) =3 k().

wobei {s1, Sa,...} ein stationiires Poisson-Punktmuster auf R? ist und k eine Funktion
R? x RY — R* mit [ k(z,y)dy < oo fiir alle z.

Eigenschaften des Cox-Musters:

1) Z ist stationdr, falls £ stationér ist.

2) Die Intensitit ist A(x) = E [{(x)], denn mit Fubini gilt
A(B) =E[N(B)] = E[E[N(B) | (]| = E [/Bi(fﬂ)dx] = /BEK(JE)] d

3) Das gleiche Argument liefert auch das zweite Moment

A®(By x By) = E[E[N(B)N(By) | €]

_ E[ /B s+ /B 1 BQS(:E)ﬁ(:E’)d:L'd:U']
_ /B RCIE /B 1 /B B [£(w)s(a)] dods’.

Es gilt also
Xa(z,2') = E [£(2)¢(a")] = Cov (§(2), &(a")) + Az)A(2).

Wenn man nur eine Realisierung eines Cox-Musters beobachtet hat, dann ist das nicht
unterscheidbar von einem inhomogenen Poisson-Muster. Bei einem inhomogenen Poisson-
Muster kann man die unbekannte Intensitdt auch nichtparametrisch mit einem Kern-

Schétzer schitzen:
~ T — T
=Y hie(—).
fo = 3wk (T)

T, €2

Mit der Annahme, dass £ zufillig ist und einem einfachen parametrischen Modell geniigt,
kann man unter Umsténden die Intensitét besser schétzen (vor allem an den Réndern).
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5.4.2 Cluster-Punktmuster

Diese Modelle, die auch Neyman-Scott Punktmuster heissen, sind wie folgt definiert.
Die Zentren {z,z},a%,...} der Cluster bilden ein stationires Poisson-Punktmuster mit
A(dz) = Ao - dx. Weiter seien die Cluster-Grossen My, My, M3, ... (mit Werten in Np)
iid, unabhéngig von den Cluster-Zentren. Schliesslich sind die relativen Positionen D; der
Punkte eines Clusters relativ zu ihrem Zentrum iid mit der Dichte f auf R? sein. Das
heisst, das Punktmuster besteht aus den Punkten

/ / / / / /
:U1 +D171‘1 4‘1)27 . .,xl +DM17x2 +DM1+1,1‘2 +DM1+M27ZL'3 +DM1+M2+1,

Im Beispiel der Standorte von Pflanzen fasst man die Cluster-Zentren als die Positionen der
Eltern auf, die M;’s als die Anzahl Nachkommen und die D;’s als die Distanzen zwischen
Nachkommen und Eltern.

Obwohl die Cluster-Modelle auf einer ganz anderen heuristischen Vorstellung beruhen als
die Cox-Modelle, sind die beiden Klassen nicht disjunkt: Wenn die M;’s ndmlich Poisson-
verteilt sind (mit Parameter \), dann hat das zugehorige Cluster-Punktmuster die gleiche
Verteilung wie ein Cox-Punktmuster mit der zufélligen Intensitét

§@) =AY flz—a))

wobei f die Dichte der D; bezeichnet. Das sieht man wie folgt ein: Gegeben z bilden die
Punkte des i-ten Clusters ein inhomogenes Poisson-Punktmuster mit Intensitét f(z — /)
(vgl. den Beweis von Satz 5.1), und die Summe von unabhéngigen Poisson-Punktmustern
ist wieder ein Poisson-Punktmuster (weil die Summe von unabhéngigen Poisson-verteilten
Zufallsvariablen wieder Poisson-verteilt ist).

Eigenschaften eines Cluster-Punktmusters Z:
1) Z ist stationér.
2) Die Intensitiit ist A = Mg E [M;]. Begriindung:
Mz)dz = P[N(dz)=1]=E[P[N(dz)=1|x}, My, ah, Ms,..]]

= E Zle(a:—x;)] dx.

Die Behauptung folgt jetzt, weil die M;’s und die z/’s unabhéngig sind und weil fiir
eine beliebige messbare positive Funktion h auf R? und fiir ein Punktmuster Z mit
Intensitdt A gilt

E|S )| = / h(z)A(dz).
T, €7

Dies ist per Definition richtig fiir Indikatorfunktionen A, und wegen der Linearitét
auch fiir einfache Funktionen. Durch Betrachtung monotoner Limiten kann man es
schliesslich auf alle nichtnegativen Funktionen ausdehnen.



5.4. MODELLE MIT ABHANGIGKEIT 45

3) Xa(z,y) = N2+ X E [M;(M; — 1)]- [ f(z—u) f(y—u)du. Die Begriindung geht analog:
P [N(dz) =1,N(dy) = 1|z, M1, x5, Mo, .. ]

= E ZMAMZ-—1)f<x—x§)f(y—x§)dxdy

+ E Y MM;f(e—a})f(y —af)dedy

| i3]

(die erste Summe enthiilt die Fille, wo die beiden Punkte an den Stellen z, bzw. y aus
dem gleichen Cluster kommen, die zweite Summe die Félle, wo sie aus verschiedenen
Clustern kommen).

5.4.3 Inhibitionsmodelle

Das Ziel bei den Inhibitionsmodellen ist es, eine “hard-core-Distanz” rg einzuhalten: Zwei
Punkte des Musters sollen mindestens den Abstand ry haben. Es gibt verschiedene Mog-
lichkeiten, dies zu erreichen.

Eine Moglichkeit ist, die Punkte sequentiell zu platzieren unter Beachtung des Minimal-
abstands rg. Wir wéhlen also 1 mit Verteilung f(x)dz, dann x9 | 1 mit Verteilung
c1- f(x)- 1[||x_131”>r0]d1‘, dann x3 | 2, x1 mit Verteilung cs - f(z) - 1[”13_1,1H>T0,HJ/,_IQH>TO}d$,
usw.. Das entstehende Punktmuster ist natiirlich nicht stationér.

Eine andere Moglichkeit benutzt Elimination. Man geht aus von einem Poisson-Punktmuster
{a}, b, 2%, ...} mit Parameter \g. Dann wird von zwei Punkten, deren Abstand kleiner als
ro ist, einer eliminiert. Damit dieses Vorgehen eindeutige Resultate produziert, braucht es
genaue Vorschriften, in welcher Reihenfolge die Punkte eliminiert werden. Wir kénnen zum
Beispiel alle Punkte z mit iid uniformen Zufallszahlen U; versehen und dann bei jedem
Konflikt den Punkt mit kleinerem U; markieren. Am Schluss werden dann alle markierten
), eliminiert.

Unter Umstédnden werden dabei mehr Punkte eliminiert, als unbedingt nétig wére, wie
man im folgenden Beispiel sieht: Es seien |z} — 4| < ro und ||z, — 5|| < r¢, wihrend
alle andern Absténde, an denen ), x), oder x4 beteiligt ist, grosser als ro sein sollen.
Dann muss man entweder nur xs oder die beiden Punkte z; und z3 eliminieren. Wenn
Uy < Uy < Us, dann werden aber mit obigem Verfahren sowohl x; als auch xo eliminert.

Die ersten und zweiten Momente bei diesem Eliminationsmodell lassen sich berechnen.
Die Intensitdt \ ist
1 —exp(—AoV0)

A
Vo

mit
Vo = {llz]l < ro}| = warg
(wq ist das Volumen der Einheitskugel im Rd). Begriindung:
A dz = P [Punkt in dz] = A9 dx P [Punkt {iberlebt] .

Weil die Punkte 2} mit U; > u ein Poissonmuster mit Intensitét (1 — u)Xg bilden, folgt

P [Punkt T} iiberlebt] = P [Kein anderer Punkt iL‘; mit grosserem U in {x | Hac - mQH < rg}]

! 1 — exp(—XoVt
= / exp(—(1 —u)AoVo)du = ex)\p(v 0 0).
0 oVo
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Im Grenzfall \g — oo konvergiert A\ gegen Vio Mit dem entstehenden Muster erhélt man

eine nicht-iiberlappende Packung von Kugeln mit dem Radius ro/2 im R?. Diese Packung
ist aber nicht sehr dicht, der iiberdeckte Anteil ist ndmlich

N(B)wa(ro/2)* _ wa(ro/2)? _ g—d

|B| wgrd

Zum Vergleich: beim kubischen Gitter ist der iiberdeckte Anteil wy2~%, fiir d = 2 er-
gibt das hexagonale Gitter die dichteste Kugelpackung mit einem Uberdeckungsanteil von
wa/(2+/3) = 0.2887 wo, und fiir d = 3 hat das flichenzentrierte kubische Gitter den maxi-
malen Uberdeckungsanteil von ws/(4v/2) = 0.1768 ws.

Analog erhiilt man das zweite Moment (siehe z.B. Stoyan et al., p. 164): Fiir ||z — 2'|| < 7o
ist Aoz, 2’) = 0, und fiir ||z — 2’| > ro gilt

2Vo —70)(1 —exp (—AoVo)) — 2Vo(1 — exp (—Ao(2V0 — 0)))

N 2
ho(a, /) = VoV — 1002V —0)

Dabei ist 79 das Volumen des Durchschnitts zweier Kugeln mit Radien rg und Zentren x,
bzw. x':

10 =0la,2) = | (& | o — 2l < ro}  {a” | [|o” ~ ]| < o}

(70 ist gleich 0 falls ||z — 2| > 2rg ist).

5.4.4 Gibbs-Modelle

Gibbs-Modelle sind gegeben durch die Wahrscheinlichkeiten, dass an der Stelle « ein Punkt
ist, gegeben das Muster auf R? \ {z}:

P[N(dz)=1|Zn R\ {z}) = 2]

Mz | z)= .

Wie im Fall von Gibbs-Modellen auf einem Gitter kann man sich fragen, was fiir eine Form
die bedingten Intensitdten \(x | z) haben miissen, damit ein zugehériges Punktmuster
existiert, und wie dieses Punktmuster dann aussieht.

Wir betrachten Gibbs-Modelle nur auf einer beschrinkten Menge B C R?. Dann besteht
Z nur aus endlich vielen Punkten. Ferner kann man die Verteilung von Z angeben durch
die Wahrscheinlichkeiten g8, = P [N(B) = n| sowie die bedingten Dichten f,, auf B"™ von
(1,...,2y,) gegeben N(B) = n, vergleiche die Konstruktion des Poisson-Punktmusters.
Dabei muss f,, natiirlich symmetrisch sein beziiglich einer Permutation der Argumente.
Mit diesen Grossen berechnet sich die bedingte Intensitit wie folgt

N 2= {anyeen ) = o R (B2t

Umgekehrt kann man aus den bedingten Intensitdten alle 5, und alle f, berechnen. Fiir
n = 0 hat man
b

Mo | Z=0)= 2 e,

Daraus folgt durch Integration iiber z der Quotient f;/5p und damit auch f;. Jetzt geht
man rekursiv weiter und berechnet so alle Dichten f,, und alle Quotienten f,,+1/5,. Wenn
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> n Bn/Bo < oo gilt, dann kann man schliesslich auch die 3, selber erhalten. Ist dies nicht
erfiillt, dann definieren die bedingten Intensitidten kein giiltiges Modell.

Analog zum Satz von Hammersley-Clifford kann man bedingte Intensitdten mit Hilfe von
Potentialen darstellen:

n

)\(IL‘ | L1, - - l’n) = €Xp —¢1(5L‘) - Z Z ¢k+1(l‘,$i1, .- xlk)

k=11i1<-ip<n

Die Potentiale ¢y, sind dabei symmetrische Funktionen der & Argumente.

Das einfachste Beispiel ist ¢r(x) = 0 fiir alle & > 1. Dann ist das zugehorige Gibbs-
Punktmuster einfach ein Poisson-Punktmuster mit Intensitéit exp(—¢;(x)). Das einfachs-
te nichttriviale Beispiel ist das sogenannte Strauss-Punktmuster. Dort ist ¢1(z) = a,
$2(z,y) = bl{z—y|<ry und ¢(z) = 0 fiir k¥ > 2. Fiir b > 0 hat man Abstossung: Je
mehr Punkte im Abstand < r von x schon vorhanden sind, desto kleiner ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen weiteren Punkt an der Stelle x. Fiir b = 400 erhilt man ein
Inhibitionsmodell. Fiir b < 0 hat man umgekehrt Anziehung. Allerdings gibt es im Fall
b < 0 gar kein zugehoriges Gibbs-Modell, weil die Normierung unendlich ist. Man behilft
sich dann damit, dass man das Modell bedingt auf N(B) = n betrachtet: Dann muss
man nur die gemeinsame Dichte f, der n Punkte angeben, welche fiir das Strauss-Modell
proportional ist zu

exp —bz Lojlaws—a;)1<r}
1<j

Eine andere Losung ist, dass man

b1 >0 |lz—yl|l <o
Go(z,y) =4 ba<0 o< |z—y|<r
0 |z —yll >

setzt, d.h. in einer kleinen Distanz eine Abstossung einfiihrt.

5.4.5 Schitzung in parametrischen Modellen

Die Maximum-Likelihood-Schétzung ist im Allgemeinen schwierig zu berechnen, da sie fiir
die hier besprochenen Modelle typischerweise ein sehr kompliziertes Integral enthilt(im
stetigen Fall), bzw. eine komplizierte Summe (im diskreten Fall). Einfacher ist die Mo-

mentenschétzung;:
72
= arg min /
0 J

wobei man den Bereich [ry, 2] und den Exponenten o im Prinzip frei wihlen kann. Oft
verwendet man o = 1/2, weil dann die Varianz von K (r) fiir alle 7 etwa gleich ist. Diese
Methode bedeutet einfach, dass die nichtparametrische Schatzung K moglichst gut mit der
Funktion K im angepassten Modell iibereinstimmen soll. Oft fiihrt man die Minimierung
noch unter der Nebenbedingung durch, dass die Intensitdten A und Az gleich sein sollen.

)

K(r)® — Kp(r)*| w(r)dr,
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5.5 Zufillige Mengen

Sei Z eine zufillige, abgeschlossene Teilmenge des R?. Deren Konstruktion ist masstheore-
tisch anspruchsvoll, wir gehen jedoch nicht darauf ein. Stationaritit einer zufélligen Menge
bedeutet, dass Z und Z + x die gleichen Verteilungen haben sollen. Wie bei den Punkt-
mustern kann man zufillige Mengen charakterisieren durch Kennzahlen. Die folgenden
Definitionen und Formeln gelten fiir den stationéren Fall.

e Der Volumenanteil p beschreibt, wie gross der Anteil “weiss/schwarz” im Bild ist:

E[|Z N B

p=PlzeZ]= B]

e Die Kovarianzfunktion ist

Ch)y=Pl{z e Z}n{z+he Z}].

e Kontakt-Verteilungen Hp(-) messen, wie stark die beiden Phasen “ineinander ver-
zahnt” sind,

P[ZNrB =1

Hp(r)=1—
B(r) T

Y

wo B eine Testmenge, wie z.B. ein Kreis, Kreissegment, Polygon, etc. ist. Diese
Definition wird klarer, wenn wir die Zufallsvariable

R=inf{s| ZnNsB # 0},

betrachten. Da R = 0 bedeutet “0 € Z”, hat R im Allgemeinen eine Punktmasse bei

0. Wegen
PlZnNnrB =
P[R>r\R>0]:—[ 1ip m:l_HB(T)

ist Hp also die bedingte Verteilungsfunktion von R, gegeben dass R > 0.

5.5.1 Modelle fiir zufillige Mengen

Am einfachsten zu behandeln sind Boole’sche Modelle
o0
Z =1z + =},
i=1

wo {x1, 2, x3, ...} ein homogenes Poisson-Punktmuster mit Parameter A ist und 71, Zo, . ..
eine iid Folge von zufélligen, kompakten Mengen, unabhingig vom Punktmuster. Man kann
z.B. Kugeln mit zufilligem Radius nehmen: Z; = B(0, R;) mit R; iid, oder Segmente von
zufiilliger Liange und Richtung. Fiir beliebiges, kompaktes K gilt (ohne Beweis)

P[ZNK =0]=exp(-AE[|Zi®K]|]),

wo K = {z| — 2 € K} der Spiegelung von K in 0 entspricht, und A® B = {z + 2/|z €
A,z € B}. Wéhlt man K = {0}, so folgt daraus, dass der Volumenanteil gleich

1—exp(=A-E[|Z])
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ist. Analog kann man auch die Kovarianzfunktion berechnen.

Leider sind die Boole’schen Modelle hiufig nicht realistisch, denn die wahren zufilligen
Mengen sind keine Vereinigungen von Kreisen oder sonstigen “einfachen” Korpern. Eine
Mobglichkeit, realistischere Modelle zu erhalten, ist darum ein “Verschmieren” von Boo-
le’schen Modellen mit den Offnungs- bzw. Abschluss-Operationen der mathematischen
Morphologie.
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Kapitel 6

Hinweilse zur Literatur

Das Buch Cressie (1993) versucht, die ganze rdumliche Statistik abzudecken. Entsprechend
ist es 900 Seiten dick, und trotzdem hilft es oft nicht weiter, wenn man etwas genau wissen
will. Die 70 Seiten Literatur sind aber auf jeden Fall niitzlich. Das Buch Ripley (1981)
ist relativ leicht zu lesen, aber das Gebiet hat sich in den vergangenen Jahren natiirlich
sehr stark weiterentwickelt. Das Buch Ripley (1988) behandelt 5 weit auseinander liegende
Themen auf unterschiedlichem Niveau. Zwei der Themen betreffen Bildanalyse.

Fiir die Geostatistik ist Chiles and Delfiner (1999) das Standardwerk. Es ist sehr aus-
fithrlich, aber angenehm zu lesen. Daneben méchte ich noch das Buch von Stein (1999)
erwahnen, das mehr theoretische Aspekte behandelt.

Uber Markovfelder und Anwendungen in der Bildanalyse gibt es inzwischen auch sehr viel
Literatur. Guyon (1995) behandelt Gauss- und Markovfelder nebeneinander, auf einem
etwas technischen und trockenen Niveau. Winkler (2003) ist eine gut lesbare Einfithrung
vom Standpunkt eines Mathematikers/Statistikers. Li (1995) zeigt den Standpunkt eines
Ingenieurs.

Fiir Punktmuster und zufillige Mengen ist Stoyan, Kendall and Mecke (1995) das Stan-
dardwerk. Ohser and Miicklich (2000) befasst sich spezieller mit zufélligen Mengen und
enthilt ebenfalls viel niitzliche Information. Eine Einfithrung in Punktmuster ist Diggle
(2003), welches urspriinglich 1983 erschienen ist und dann nach 20 Jahren iiberarbeitet
und neu aufgelegt wurde. Das Buch Mgller and Waagepetersen (2004) setzt den Schwer-
punkt auf die statistische Analyse von Punktmustern mit Hilfe von Simulationen und geht
daher in vielen Punkten weiter als die Vorlesung.
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